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Avertissement 


Les étudiants sortant de l'enseignement secondaire éprouvent beaucoup de difficultés 
à s'adapter aux exigences de l'enseignement supérieur. Une des grandes différences 
entre ces enseignements tient à l'esprit des exercices et des problèmes à résoudre. Dans 
l'enseignement secondaire, ceux-ci sont "cadrés" par des programmes directifs. Il en 
résulte qu'une bonne connaissance du cours suffit en général à l'étudiant pour réussir. 
Dans l'enseignement supérieur, si une bonne compréhension du cours est indispensable, 
elle est souvent insuffisante car les énoncés abordent systématiquement des phénomènes 
allant bien plus loin que le contenu du cours. Pour réussir, l'étudiant doit donc apprendre 
à se prendre en main et à accroître lui-même ses connaissances à travers la résolution 
d'exercices et de problèmes. 

C'est dans ce but que les auteurs ont conçu ce livre. Chaque chapitre a été structuré de 
manière à mener progressivement l'étudiant du cours aux problèmes de concours. Cette 
progression est la suivante : 

■ Les premiers exercices sont des exercices de type cours, simples dans leur 
résolution mais riches pédagogiquement. Ces exercices sont souvent suivis de 
remarques notant une méthode de résolution, une astuce à connaître ou une 
interprétation physique intéressante. 

■ Les exercices suivants sont plus difficiles et sont du niveau des exercices de 
"Khôlle" que les étudiants rencontreront lors des interrogations orales. 

■ Les derniers exercices sont tirés de problèmes d'écrit de concours. Leur difficulté 
est variable. 

■ Enfin, pour conclure chaque chapitre, l'étudiant pourra tester son niveau en 
résolvant de larges extraits de problèmes de concours. 

Pour tirer vraiment profit de ce livre, il est clair que le lecteur devra chercher lui- 
même les solutions et comparer ses résultats avec ceux proposés. Ce travail personnel 
est indispensable pour progresser, car lire simplement la solution d'un exercice sans 
l’avoir préalablement cherché n'apporte... strictement rien. 

Pour augmenter l’efficacité de la lecture de cet ouvrage, nous avons tenu compte de 
certaines remarques de nos étudiants par rapport à la rédaction et à l’utilisation de nos 
précédents livres : 

- Le lecteur trouvera au début de chaque problème des indications concernant les 
acquis indispensables avant de se lancer dans sa résolution. 

- S’il ne voit pas comment résoudre un exercice (ou une question d’un problème), 
nous recommandons au lecteur de chercher environ pendant 10 minutes avant de 
commencer à regarder la solution. Ce temps minimum lui permettra de mieux 
mémoriser la cause de son échec : lacune de cours, méthode de résolution non connue, 
erreur de calcul ... Il est en effet fondamental de ne pas se retrouver encore en échec 
pour la même raison dans un autre exercice (ou problème). 

- Afin d’évitej de regarder trop rapidement la solution d’un exercice ou d’un 
problème, nous recommandons au lecteur de se munir d’un cache afin de masquer la 
solution. 


Les auteurs 
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Circuits en courant continu 


Exercice 1 

On considère les trois montages suivants : 
montage 1 montage 2 

R 2 



1) Montrer que le premier montage équivaut à une résistance unique telle que : 

R«, =R, +R 2 

2) Montrer que le deuxième montage équivaut à une résistance unique telle que : 


_ = J_ J_ 

R eq R/R 2 


3) A l’aide des équivalences précédentes, donner la valeur de la résistance équivalente 
au montage 3. 


1) Considérons un courant i parcourant le dipôle : 



<- 


N °u s avons U = U. + U 2 =R,i + R,i =<R, + R,)i. Comme la résistance d’un dipôle 
est définie par =~ , on obtient ici : 



2) En reprenant la méthode précédente, on obtient : 









































Exercices 




Nous avons alors : 


i=i 1 +i ! =—4—|U 

K, R, U. *-i. 


Comme la résistance d’ua montage est définie par la relation R = — , on en déduit ici : 

i 


R, V 


- soit : 


-i = _L _L 

K tq R , R 2 


3) Le bloc en dérivation est équivalent à 2R en dérivation avec 2R. L’ensemble équivaut 
donc à une simple résistance R. 

Nous avons ainsi au total : 


Remarques 

1) Les formules des équivalences R eq = UR i (montage en série) et— = Z—(montage 

en dérivation) doivent être parfaitement maîtrisées. En particulier, n résistors de 
résistances R montés en dérivation équivalent à un résistor unique de résistance 

jp 

R eq - — ■ Dans les exercices et problèmes, on trouve souvent les cas n = 2 ou n - 3 
n 

2) Tl y a deux méthodes pour calculer une résistance équivalente : 

a) On trouve le schéma équivalent avec des résistances montées en série et en 
dérivation 11 suffit ensuite d’appliquer les formules des équivalences pour trouver la 
résistance de la totalité du montage. 

b) .4 partir d une intensité totale i (ou T), on étudie la répartition des intensités dans les 
différentes branches et on calcule la tension totale U aux bornes du montage. On 
cherche alors la relation liant U et i et on calcule la résistance équivalente peu 

S,,= T' 

Appliquera la troisième question de l'exercice, cette méthode s’utiliserait de la manière 
suivante : 

Le courant total i se sépare en deux courants identiques ~ dans les deux branches 
montées en dérivation puisque les résistances de ces deux branches sont identiques. 



On en déduit pour les tensions.- ZJ =ü, +ZJ 2 = (2R Ri-2Rï 


d’où 


l 


L’exercice suivant montre comment on peut utiliser les deux: méthodes su r un exemple 
plus complexe. 


www.biblio-scientifique.net 



: inBA ooumsisaj u[ ‘J£ }ob[üa aipuuiq onbuqQ 



y] pjjuso ne s[tj so[ J9jo3uuoo3p m^d uo,[ anb minspi us jj ‘axa po ap 3-qnu.p p 
yud ap laaupnbupuiÂs mossipudpj 3S sjtreinoo S9[ PupuiXs sp sxb un jirep gy 


V 


9 


y 

s 


sa;u3|CAinb3 snouejsisoj sop aSujuoui ne oSbssbj (x 
: juappopid 3oiopx9 t i sp snbjEuiai u\ sunp saruv sspoqîpm xnap ssj suosqnfl 


AT M* - * 




Or 




f èx - * 

V . 

V ' N 

~ \r 

1 1 -J 

V 





a 


igiay spuiuios ss{ arjus 

amaiB/vmb? ootiEjsispj ai isa an 3Il Ô ’ j 30HBJSIS3J aun n îtiBAins nuaspi np stptreiq anbeqo 

l 9DIOJ0X3 


- 6 - 


?J P!M09fâ 























































- 8 - 


Exercices 


Nous avons alors : 


U U 

1 = 1 , +i 2 =- 1 - —= 

R, R. 


—î-|u 

R, R. : 


Comme la résistance d’un montage est définie par la relation R = — , on en déduit ici : 

i 

R=ü=- 


1 

R, 


soit : 


R, 


1 = J_ + J_ 

R eq R , R 2 


3) Le bloc en dérivation est équivalent à 2R en dérivation avec 2R. L’ensemble équivaut 
donc à une simple résistance R. 

Nous avons ainsi au total : 


Remarques 

1) Les formules des équivalences R eq = ZR i (montage en série) et-^~ = Z— (montage 

R-cq Rj 

en dérivation) doivent être paifaitement maîtrisées. En particulier, n résistors de 
résistances R montés en dérivation équivalent à un résister unique de résistance 

R eq - Dans les exercices et problèmes, on trouve souvent les cas n = 2 ou n = 3 

n 

2) Il y a deux méthodes pour calculer une résistance équivalente : 

a) On trouve le schéma équivalent avec des résistances montées en série et en 
dérivation. Il suffit ensuite d’appliquer les formules des équivalences pour trouver la 
résistance de la totalité du montage. 

b) A partir d une intensité totale i (ou I), on étudie la répartition des intensités dans les 
différentes branches et on calcule la tension totale U aux bornes du montage. On 
cherche alors la relation liant U et i et on calcule la résistance équivalente par 

R ‘' = 7 ' 

Appliquer à la troisième question de l'exercice, cette méthode s’utiliserait de la manière 
suivante : 

Le courant total i se sépare en deux courants identiques — dans les deux branches 
montées en dérivation puisque les résistances de ces deux branches sont identiques. 



On en déduit pour les tensions: ü =U, + ZJ 2 = (2R Ri=2 Ri 

d’où R = —=2R 

i 

L'exercice suivant montre comment on peut utiliser les deux méthodes sur 
plus complexe. 


un exemple 
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Kxirdcc 3 


I ) Imprimer la résistance R AB en fonction de R„ R et R. 
‘ c résuItat pour R,= R 2 était-il prévisible ? 


I-i R 2 


I-i-i’ 


i R 




I-i* 


Le calcul de U* B en suivant les branches inférieure «'supérieure donne • 

r •„ ■ , UAB_R ‘ I + R2(I_i ' ) = R 2 (I-i) + R 1 i' Onendéduiti = i’ 
L® '«aille mténeure donne alors : 

R 2 (I-i)-+-R(I-2i)-R 1 i = o => j- R + R 2 


r I 


D’autre part : 


D'où : 


Ri +R 2 +2R " 


U AB =R 2 a-i) + R 1 i = ^5i?2iM±525:r p T 

R, +R 2 +2R 1 ~ RabI 


^•AB - 


2R,R 2 + R,R + R„R 
Ri+R 2 +2R 


2) Si Rj-.R 2 , laîbrrnule donne: 


R-ab - Ri = R 2 


^rnfjou^aa^nn^ôle 1 ^eüTn'Mtparcourue 1 ^ 13 ^ 6 ***** Symétrique et la résist ^e 
déconnectant : Parcourue par aucun courant. Nous avons alors en la 

*■ 


D’oD : 
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Exercices 


Exercice 4 

On considère le circuit série suivant : 



E = 3 V Ej = 2 V E 2 =1V R= 5 O Rj = 15 R 2 = 60Q 
Déterminer le sens et la valeur de l’intensité parcourant le circuit i. 


Choisissons arbitrairement un sens de parcours et appliquons la loi des mailles : 

E„ 



2u=u 1 +u 2 +u 3 + u < =0 

soit : -E 2 +R 2 i-hE 1 + Rji - E + ri = 0 


E + E 2 -Ej 

i =--- L =50mA. 

R 2 -+ R J 



Remarques 

J) Cet exercice illustre la loi de Pou Met qui affirme que dans un circuit série, l’intensité 

yx-TX 

est telle que z =-=- où les E-, correspondent aivcfe.m orientées dans le sens 

2. R i 

de parcours et les Et à celles orientées en sens inverse. 
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' et,e relal ‘oi> est Jondameniale pour calculer trée r u 

usera M ^ * exercices su^ZI. !£££££ 


R — résistance équivalente 
^ d'un montage de résistors 


Notons que l’application de la loi de Pouille, é j- 

sans aucun calcul intermédiaire. directement le résultat de l’exercice 




où l on rencontrera an montage du type : 

i 



on écrira directement : i = 


r + Ke 


Exercice 5 ^ ============= ^^ 

E - de résistance interne r ^ un£ 



variable est ma^X^ * P ° Ur IaqUeUe la puissajlce consommée par la-résistance 


E, r 



R 


Nous avons P=Ri î avec i =-JL -, p _ R ,, 

p =o«j;^ r : e : 01 ; pi: s li“:;: E “ P 4 Resi nuUe dans ,es cas «««» 

(R + r ) 3 


U puissan ce sera donc maximale pour : 


CED 
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Exercices 


Exercice 6 . 

La masse est par convention au potentiel zéro. Exprimer le potentiel du point A en 

utilisant différentes méthodes. 


R A 


E, r 


=>-] 

r~i 

R ! 

r 




Méthode 1 : utilisation des lois de Kirchhoff 

Soit i le courant débité par le générateur, ij le courant traversant i 2 le courant 
traversant R 2 . 


-k=i —1 

fl 



r 2 

_ r , 

[_ i 

i 






Nous avons : V A = Rjij = R 2 Î 2 = E - (R' l " r )i avec i-ii + iî 


On en déduit 
D'où : Ya = 


it i t = i 2 = — et par suite: V A = E - (R t-r)(—+—)V A 

R, R 2 k i k 2 


S lN 2 

E 




v. = 


R, R, 4-(R4-r)(R, +R 2 ) 


Méthode 2 : technique du diviseur de tension 

Les deux résistances en parallèle sont équivalentes à une résistance R n 

Nous avons alors un simple diviseur de tension et : 


R 1 + ^2 


=- 


R-f i-f 


R,R, 


R.,lt,4(R + 0(R.,+R, 
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Mdtlioclc3 : technique du diviseur de courant 


V*=R.,i, =Rj -i =R, 


R,+R,J R, +R; p , r | R,R, 

R i +R 2 


d’où : 


r,r 2 


R,R 2 + (R + r)(R 1+ R 2 ) 


Il ('marque 

I oui déterminer des tensions ou des intensités dans un circuit, on peut voir, sur cet 
exercice, l intérêt qu’il y a à utiliser la technique du diviseur de tension ou de courant 
plutôt que les lois de Kirchhoff. 



i 

f Ÿ 

i 

1 



j 

n 




T T T 


On reconnaît un diviseur de tension et : 
i = _U = J__ Kr 
Ri Ri R.-+R 


“T ~—~—E avec 


1 




J_1_ 

R . 14 JL 

R» 



D'ou: 


-E => 













































































































-16 - 


Exercices 


Exercice 8 

Calculer la valeur de i dans le circuit suivant : 



R 


L'égalité des tensions U AB aux bornes des deux résistors de la branche s, 
montés en parallèle entre A et B implique que l'intensité traversant le deux.èmc nhi-.it •> 
vaut i. 



Le montage étant symétrique, les intensités dans les deux résistors de branche 
inférieure valent aussi t et on en déduit que l’intensité totale traversant le g&iératcur 

La répartition globale des intensités dans les différentes branches est donc : 


R 


R 


R 


R 



L’étude d’une maille contenant le générateur permet d’obtenir E- 9 Rj. 
L’ot : f= _==| 

î 

1 ~ 9R 
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Excrcicc 9 

Sachant que les diodes sont idéales, tracer l'allure de la caractéristique i = f(U) du dipôle 
AB suivant. 


R 2 



<C 


Pour une tension U positive, le courant passe de gauche à droite. En conséquence, la 
diode de la branche inférieure est bloquée et celle de la branche supérieure est passante 
et se comporte comme un fil. Le montage équivalent est donc : 



B 


Le dipôle équivalent est donc un résistor de résistance R = Rj+R 2 . 


Pour une tension U négative, le courant passe de droite à gauche. En conséquence, la 
diode de la branche inférieure est passante et se comporte comme un fil, et celle de la 
branche supérieure est bloquée. Le montage équivalent est donc : 


Ri 



Le dipôle équivalent est donc un résistor de résistance R = Rj. 
On en déduit l'allure de la caractéristique : 



Remarque 

four analyser un circuit comportant des diodes idéales, il suffit de choisir un sens du 
courant parcourant le dipôle et d’en déduire si les diodes sont bloquées où passantes 
(elles se comportent alors comme des fils et court-circuitent une éventuelle branche en 
dérivation). 

Notons que les diodes réelles rte se comportent pas exactement comme des fils dans le 
sens passant, mais possèdent une faible tension de V ordre de 0,6 V. Le modèle de la 
diode idéale néglige cette tension 
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Exercices 



Analysons les deux cas E > 0 et E < 0. 


A 



E>0 


A 



L'étude du passage du courant dans la résistance centrale montre que celui-ci descend 
toujours de A vers B et que, par suite, U est toujours positif. Les diodes étant idéales, il 
|E| E 

en résulte que U = Ri avec i =•“. On en tire : U = — 


D'où le graphe : 



Ce montage sert à redresser des tensions et s'appelle "pont de diodes " Il est en 
particulier utilisé dans les transformât ours dont le but est de transformer une tension 
sinusoïdale (en général le secteur) en une tension continue. 
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Exercice II 

On possède : 

- Une pile de 4,5 \ et de résistance interne 10 Q. 

- Un lot de résistors de résistances diverses. 

• Un dipôle dont La caractéristique est la suivante : 

U (V) : 0 1 2 3 4 5 6 

I(mA): 0 28 41 51 58 62 65 

1 ) Quelle intensité traversera le dipôle si on le branche directement aux bornes de la 
pile ? 

2) On veut que l’intensité soit égale à 50 mA. Pour cela, on inclut un résistor en série 
dans le montage. Quelle doit être la valeur de sa résistance ? 


1) Le montage est le suivant : 

E,r 



Les tensions aux bornes des deux dipôles sont égales et 1 intensité débitée par le 
générateur correspond à l’intensité qui parcourt le dipôle. U en resuite qu en traçant sur 
un même graphe les caractéristiques des deux dipôles, U = E - ri pour le générateur et 
U = f(i) pour le dipôle, le point d’intersection donne le point de fonctionnement P et par 
suite i. 


. U(V) 



Graphiquement, on obtient : 
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Exercices 


2) Représentons le montage en mettant le résistor R en série avec le générateur. 


E,r 


U 


Nous sommes alors revenus au problème précédent mais avec une caractéristique de la 
branche du générateur du type : U = E - (R+r) i. 

Si l’on veut que l’intensité soit égale à 50 mA, le point de fonctionnement P est donné 
par le graphe suivant : 


U(V) 



On en déduit P(50 mA, 2,9 V) et par suite U = 2,9 = 4,5 - (R +-10 ) 0,05. 

D’où : 



Remarque 

Les interprétations graphiques se jont toutes de la même manière. R faut chercher 
graphiquement un point d'intersection qui corresponde aune tension U et une intensité 
i communes à deux branches du montage. Ce point d’intersection est appelé "point de 
fonc tiann ement ’ '. 

On aurait pu aussi résoudre la seconde question en associant le résister au. dipô le dans 
la branche du bas. J7 aurait alors fallu, tracer la caractéristique U = f[i) 4- Ri de 
l’association série résistor-dipôle et chercher son peint i'intersectian avec la 
caractéristique U -E- ri du générateur. 
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Exercice 12 

l u mi ver par plusieurs méthodes différentes les modèles de Thévenin et Norton 
équivalents au dipôle AB. 


o 


0 


I ) Méthode classique 

Calculons le modèle de Thévenin en étudiant comment le dipôle AB se comporterait s’il 
débitait un courant dans un montage extérieur. 

Soit i l’intensité débitée par le dipôle AB et U la tension à ses bornes. On obtient ainsi le 
montage suivant : 



U 


Nous avons alors : 

On en déduit la valeur de I : 


U = E — RI = R(I - i) 
E + Ri 


I=- 


2R 


En injectant cette relation dans une des équations de U, on obtient ■ U = — - — i 

2 2 

Ainsi, vu de l’extérieur, le dipôle équivaut à : 



/h 

U 


Concrètement, cela signifie que les générateurs de Thévenin et Norton équivalents i 
dipôle AB sont : 
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Exercices 


S 

2 y 

fO 


,-Ef 

1_ R ' 


10 


B 

Thévenin 


Norton 


2) Utilisation de l’équivalence Thévenin - Norton , Thévenin cl 

Pour trouver le dipôle équivalent, utilisons l'équivalence entre le modèle de Thévenin U 

celui de Norton : 


■=t 


•O- 




KBi 


Si l'on transforme la branche de gauche par le dipôle de Norton équivalent, on ob.ienl : 

A 


A 


3 R L 

] R U 


B 

Comme les deux résistances R en dérivation équivalent à une résistance unique 

R = E on obtient directement le dipôle de Norton équivalent au dipôle AB. On en 
“• 2 ’ 

déduit par suite celui de Thévenin. 


A 

1 

3! 

I(| 


Norton 


B 

Thévenin 
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3) B UJisation du théorème de Tliévenin 



En circuit ouvert, ou reconnaît un diviseur de tension de facteur —=1 entre A et B 

2R 2 

On en déduit : U AR = E = — 

ac eq 2 ‘ 

D autre part, si 1 on éteint le générateur de tension en le remplaçant par un fil, le 

montage équivaut à deux résistors R montés en dérivation d’où - R = — 

2 ' 

Les modèles équivalents sont donc : 

A A 


i 

J© 


A 


-<0fQ 


B 

Thévenin 


Norton 


4) Utilisation du théorème de Norton 

Court-circuitons le dipôle AB. Nous avons alors Uab = 0 = E - R i^ d’où I =i = 

A 



I = i = 

cq ce R 


Comme en éteignant le générateur de tension, la résistance équivalente vaut R = — 
on en déduit les modèles : 


& | m 
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Exercices 


A 


-1010 


B 

Norton 

Remarques 

1) L'intérêt de trouver un modèle de Thévenin où de Norton équivalent à un montage 
vient du fait qu’il permet de calculer plus facilement un courant ou une tension dans un 
montage compliqué (voir exercice 15). 

Dans ce but, il faut parfaitement connaître les équivalences Thévenin - Norton : 



R 


Une bonne maîtrise de ces équivalences permet de résoudre immédiatement certains 
exercices (comme celui-ci) sans faire aucun calcul. 

2) Les théorèmes de Thévenin et de Norton sont à la limite du programme, mais leur 
utilisation est parfois intéressante (voir exercice 18). Voici les énoncés de ces 
théorèmes : 

Thévenin 

« Tout dipôle AB linéaire se comporte comme un générateur de tension E eq monté en 
série avec une résistance R eq . La tension E eq correspond à la tension Uab en circuit 
ouvert et la résistance R eq correspond à la résistance équivalente du dipôle lorsque l'on 
éteint tous les générateurs de tension et d’intensité du dipôle ». 

Norton 

« Tout dipôle AB linéaire se comporte comme un générateur de courant I eq monté en 
dérivation avec un résistor R eq . Le courant I eq correspond au courant débité par le 
dipôle si on le court-circuilait et la résistance R £q correspond à la résistance^ 
équivalente du dipôle lorsque l’on éteint tous les générateurs de tension et d’intensité 
du dipôle ». 

La lecture de ces énoncés peut sembler obscure et il nous semble utile de les expliciter. 
Tout d’abord, ils ne s'appliquent qu’aux dlpôles AB ne comportant que des dipôles 
linéaires (résistors , générateurs de tension , générateurs de courant). Ensuite les idées 
utilisées dans ces théorèmes sont les suivantes : 

On peut montrer que si un dipôle ne comporte que des dipôles linéaires, alors 
l’équation de sa caractéristique .peut se mettre sous la forme : 


] 

^ - 


V 9 

A 

uipOJC i*-iy 


U Ai 



B 

Thévenin 
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cl/ nivuience < 






dipôle AB 


B A 


-£=> 


Etq 

0 



U u =X-Yi 


Thévenin 

U AR — Eta — Rea t 


V* 0 

Norton 


>ab - E eq - R eq i u AB _ 


Théorème de Thévenin : détermination des valeurs de E eq et R 

S 1 ’ 0n me f Ure ^tension U « du dipôle AB en circuit ouvert (c'est-à-dire si le dipôle AB 
n est pas branche dans un montage) alors i =" 0 et on en déduit : • 

n , X — Uab circuit ouvert — E eq 

D autre part si l’on éteint tous les générateurs du dipôle, alors celui-ci se comporte 
comme une simple résistance et:Y = R gé ^„ elnls = R eq “* W 

Nous avons donc l’équivalence : 

0 -S" 


dipôle AB 


0 - 


Thévenin 

avec Req = R générateurs éteints et E eq -U AB circuit ouvert 

Théorème de Norton : détermination des valeurs de I eq et R 

Si l'on court-circuite le dipôle, alors : U AB = 0 et i = i cm JL, = /„. 

D autre part, si l’on éteint tous les générateurs du dipôle, alors celui-ci se comporte 
comme une simple résistance et : Y = R générm = R eq . P 

Nous avons donc l ’équivalence : 

Wt\ 
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Exercices 


Exercice 13 

Donner le modèle de Thé venin équivalent au montage suivant : 



E 


En remplaçant le générateur de tension par le modèle de Norton équivalent, on obtient 
E 

deux générateurs de courant Io et — en dérivation qui équivalent à un générateur unique 


I = I 0 + _. Ce générateur de courant I étant en dérivation avec le résistor R nous 
R 

obtenons finalement : 



D’où le modèle de Thévenin équivalent : 


P - P -u DT 
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On obtient ainsi le montage suivant : 



Les trois générateurs de eourant équivalent à un générateur unique de courant : 

r=--+2--î=o 

r r r 

DW par,, comme la résistance équivalente vaut R -I on en déduit que ie dipôle AB 
est simplement équivalent à un résistor de lésistance : 
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Exercices 


Exercice 15 

Quelle est la valeur de l’intensité i qui parcourt la résistance R dans le montage ? 


E , r 
l 1 


E, r 

2 2 



J 


Déconnectons la résistance R et cherchons le modèle de Norton équivalent au montage 
suivant : 


E, r 
1 l 


E, r 
2 2 


En remplaçant les deux générateurs de tension par les modèles de Norton équivalents, 
E E 

nous obtenons avec Ij = —- et I 2 = —- : 


I. T U 


' 1 = 1+1 
1 2 , 


R = ■ 


En rebranchant la résistance R et en utilisant la formule du diviseur de courant, on 
obtient finalement : 



ls_i 


Remarque 

Nous invitons le lecteur à résoudre cet exercice en utilisent d'autres méthodes < 
dans l'exercice 13. 
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Par symétrie, l'intensité traversant la branche CD est nulle. Nous avons alors : 

^AB ~ RaB I 

et Uab = r ( I - 2i ) = 2ri d'où : i = — e t U = 

4 AB 



• - •r''»— r wcum tui uimsani lejai. 

la branche CD. Le réseau équivaut alors au montage : 





Le résultat est alors immédiat : 


to | *-i 
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Exercices 


Exercice 17 Mines A AD N 

On donne à R' une valeur teJle que la résistance équivalente du circuit (vu de AB) 
ait la même valeur pour n = 1 et n = 2. 

1 ) Déterminer R' en fonction de R. 

2) Quelle est la résistance équivalente du circuit lorsque n = 100 ? 

3) La tension d'entrée V D étant imposée, exprimer les d.d.p V,, ...,V n en fonction de V 0 . 


R 

-c=> 

R' 






V t R' 
n -l 


V R’ 


1) Représentons les deux premiers montages : 

R R 


Rab - Ri = R+—R' 


Par identification, il vient : 
D'où : 



A 




U 

1 . 

3 

] 

J 


R A r -R, -R +- 


(R + |r')R' 

-R'+R 

2 


1 R + i q i 

2 => R+—R’=—R'+—R 

2 3 R1+R 2 4 2 


R'=2R 


2) Considérons la fin d'une association à n-1 etn modules : 

R 



e- 1 modules e Eiodules 


La résistance finale du module n-1 vaut F tandis que celle du module n vaut aussi R. Il 
en résulte que R^ = 
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Comme Rj 


:R+-R’ = 
2 


2R, on en déduit que pour tout n : 



2R 


résistances 2R en parallèle qui équivalent à une résistance R). Lorsque l'on se déolace 

n!ral èl ga “ Ch f T Une , teDS10n Vi ’ 0n peut remart I uer que la résistance équivalente en 
parallèle sur la droite de 2R vaut aussi 2R. Nous avons donc aussi entre V, et V M un 

diviseur de facteur 1/2 et il en résulte que pour tout i < n • V = — V 

D'où: * ‘ 2 






Exercice 18 

ENAC 

“————* 

On considère le montage suivant : 





R 

R’ 

■c 

) 

fi ^ 




2 R 

2 R 

Déterminer l'expression littérale du courant dans g. 



Déconnectons la résistance g et cherchons à l’aide 
générateur de tension équivalent au dipôle AB obtenu : 


du théorème de Thévenin le 
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Exercices 



Les potentiels V A et V B se calculent en utilisant de part et d’autre les diviseurs de 
tension . 


„ 2R _ 2 

V, =-E = —E 

A 2R + R 3 


2R 4- R' 


D’où : 



2R 2(R'-R) E 

2R + R' 3(2R + R') 


En remplaçant le générateur par un fil, le montage des résistances est le suivant : 


r~ 


R 


i- 

4 

2 R 


il 

J 


R’ 


B 

2 R 


Soit 


R R' 



2 R 2 R 


D'où : 


_ 2 „ 2RR' 

R „ — — R H- 

3 2R + R’ 


Lorsque l'on branche la résistance g aux bornes du dipôle équivalent, on obtient un 
montage série e^ , R^ et g et : 


R'-R 




3 (2R4-R , )( é + |r)+2RR' 


Remarque 

Vu la lourdeur du résultat* U est bon de tester sa validité dans un cas où le résultat est 
évident. Ici, on peut voir sur le schéma de montage que pour R 4 - R le pont est 
symétrique de part et d'-aatre de g et que, par suite, i doit être nulle. La formule est bien 
en accord avec ce phénomène. 
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Problème n°l 


d’après Mines d’Albi, Alès, Douai, Nantes 

szssrzsr “"■** *“*• im ** **—>. * 

On se place en régime continu. En faisant débiter le générateur dans des résistances 
réglables, on a obtenu le graphe de la figure 1. 


/K U(V) 


10,00 

9,00 

8,00 

7,00 

6,00 

5,00 

4,00 

3,00 

2,00 

1,00 

0,00 


_ Caractérist ique du générateur 


fig i 


-J_> l(A) 

0.2 


1) En précisant son domaine de validité en intensité, déduire de ces mesures un modèle 
inéaire du générateur : calculer la tension à vide, la résistance interne et le courant de 
court-circuit 


2) Ce générateur alimente un circuit de résistance R ; calculer la valeur minimale de R 
assurant de ne pas sortir du domaine linéaire. 


3) Donner les caractéristiques du modèle de Thévenin équivalent de ce générateur • faire 
un schéma. 


4) Donner les caractéristiques du modèle de Norton équivalent de ce générateur • faire 
un schéma ’ 
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Problèmes 


Corrigé 


1) Pour les courants tels que 0 < I < 0,12 A les points sont alignés. 



1E — 9 VI est l’ordonnée à l’origine et représente la force électromotrice du générateur. 

Ir - .U 

La pente de la droite est égale à - r et graphiquement on trouve que H r = 50Q|| 


La droite coupe l’axe des abscisses en |l cc - 0,18 A| ce qui représente le courant de 
court-circuit du générateur, lorsque U = 0. 

2) Aux bornes de la résistance R on aura U = RI et U = -501 4- 9 avec I < 0,12A. 

9 


On en déduit: I=- 


R 4-50 


- < 0,12 => 25 < R .La valeur minimale de R est de f 25 H j 


3et 4 ) 


i n D 



ï 


modèle de Thévenin 


modèle de Norton 


[E-ni — E - 9 v[ ; c’est laf.é.m ou la tension à vide du générateur linéarisé. 


E-n, — R n -r-50n|; c’est la résistance interne du générateur linéarisé. 


~ Jçç~—A[ ; c’est le courant de court-circuit du générateur linéarisé. 
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Problème n°2 


d’après Banque Agro 


Connaissances requises : puissance électrocinétique reçue par un dipôle ; générateur 
de tension (modèle de Thévenin). 



figure 1 fi 9 ure 2 

1) On considère le montage électrique de la figure 1, dans lequel le générateur est un 
générateur idéal de tension continue, de force électromotrice constante E et R une 
résistance. 


l.a) Déterminer en fonction de E et R la puissance P g fournie par le générateur, 
l.b) Déterminer également la puissance Pj dissipée par effet Joule dans la résistance. 

p 

1 .c) Evaluer le rapport p = —. Conclure. 


l.d) On considère un générateur de force électromotrice E = 12 V alimentant un 
montage électronique de résistance R = 10 2 O. 

Déterminer numériquement P g . 


2) Dans une modélisation plus réaliste, il faut prendre en compte la résistance interne r 
(faible, mais non nulle) du générateur de tension continue. On considère donc le 
montage de la figure 2. 


2.a) Déterminer en fonction de E, r et R la puissance totale P g fournie par le générateur, 
c’est-à-dire globalement dissipée par effet Joule dans la résistance R et la résistance r. 
2.b) Déterminer également la puissance Pj dissipée par effet Joule dans la résistance de 
charge R. 


p 

2.c) Evaluer le rapport p = —. Conclure. Si l’on a le choix de la valeur de la résistance 

de charge R, pour E et r fixés, c’est-à-dire pour un générateur donné, comment a-t-on 
intérêt à choisir R pour optimiser le rendement en puissance p ? 

2.d) Déterminer également la valeur de R, pour E et r fixés, permettant d’obtenir la 
valeur maximale de Pj. 


2.e) Représenter Pj(R). Y a-t-il contradiction entre les deux résultats précédents ? 
Commenter. 
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Problèmes 


Corrigé 


l.a) Puissance fournie parle générateur : 


E 


P. = EI=E- = — 
R R 


l.b) Puissance dissipée par effet Joule dans R 


P, = RI 2 = R- 


R 


p 

l.c) On voit que p = — = 1 ; toute la puissance fournie par le générateur est dissipée 
sous forme d’énergie Joule dans la résistance. 


l.d) A.N. 



2.a) L’intensité dans le circuit est donnée par : I = 


R+r 


La puissance fournie par le générateur est 



2.b) La puissance dissipée dans la résistance de charge est 


I P,_ R 

2.c) Le rendement sera égal à [P - -r“ 


Pj = RI 2 = R 


E 2 

(R + r) 2 


Pour optimiser le rendement il faut choisir R grande devant r ; alors p tendra vers 1. La 
puissance dissipée dans la résistance r du générateur sera alors négligeable par rapport à 
celle dissipée dans la résistance extérieure R. 

2.d) La puissance Pj sera maximale, lorsque sa dérivée par rapport à R sera nulle. 

dP 2 (R+r) 2 -2R(R + r) r-R £2 _ 0 

dR (R-l-r)* (R-t-rf 

Cette dérivée est nulle si IP = r l La puissance sera maximale et égale à P, = L.. 

2.e) Pour un générateur donné, E et r fixés, nous allons tracer la courbe de Pj en fonction 
de R. 

E 2 

On a vu que P, = R1 2 =P- 5 -. 

' (R -t-r) 1 

On voit que si R -> 0, alors Pj -r> 0 
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De même, si R devient très grande, alors r sera négligeable devant R et on aura : 


p, 


RE 2 _ E 2 
R 2 _ R 


0 . 


La dérivée, calculée dans la question 2.d) est ^5- = ~ E 2 ; elle est positive pour 
R < r et négative pour R > r. 

La fonction Pj sera donc d’abord croissante, puis décroissante ; la valeur R = r 
correspond donc bien à un maximum. 

Le graphe suivant représente Pj(R) pour E = 12 V et r = 100 Q ; R est en ohms et 
l’ordonnée Pj est en watts. On voit bien que Pj est maximale pour R = 100 Q, c’est-à- 
dire pour R = r. 



Rendement du montage et puissance dissipée dans R sont deux notions différentes ; 
lorsque R = r, la puissance Pj dissipée dans R sera maximale, mais le rendement sera 


R 1 

—-= — ; on aura donc également beaucoup d’énergie dissipée dans la 


égal à p 
résistance r du générateur. 
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Problèmes 


Problème n°3 


d’après Concours ENSEA 

Connaissances requises : intensité du courant, différence de potentiel, loi des nœuds, loi 
des mailles, association des résistances . 


Une locomotive électrique est alimentée en courant continu. L'alimentation est réalisée 
par des sous-stations Sj distantes de D. Ces sous-stations relient les rails, portés au 
potentiel nul, à la caténaire AB. Chaque source S sera représentée par un générateur de 
tension E, borne positive du côté de la caténaire. 


La motrice M est branchée entre les rails et la caténaire. On supposera que son moteur 
doit être alimenté par un courant constant I. De plus la caténaire présente une résistance 
linéique de valeur r , alors qu'on pourra négliger la résistance des rails. 

Données: r = 5.10 ' 5 D.nr 1 ; I = 800A. 


a) On considère une section de ligne de longueur 
D alimentée par deux stations. On note x la 
longueur de caténaire séparant la motrice de la 
sous-station 



D 



al) Exprimer la tension U aux bornes de la J i M 
motrice en fonction de E, r, x, D et I. 
a2) En déduire l’expression de la chute de 

tension AU = E - U en fonction des mêmes _ ^ 

données. 

a3) Calculer la valeur de la distance D entre les 

deux sous-stations pour avoir une chute de tension maximale de 45 V. 


rails 


b) Une section de longueur D est maintenant 
alimentée par une seule station S. La caténaire 
est constituée de deux fils identiques AB et 
A'B’ de longueur D et de résistance linéique r, 
reliés 

aux extrémités. 

Exprimer de nouveau U et AU = E - U en 
fonction des données et calculer la valeur de la 
distance D à adopter pour avoir une chute de 
tension maximale de 45 Y. 



c) On revient à un système de deux stations S, et S 2 , mais avec une caténaire à deux fils 
court-circuités au milieu de ia ligne ([voir la figure à la page suivante). 

Exprimer U et AU en fonction des données et calculer, comme précédemment, la valeur 
maximale de D. 

Conclusion : quel est le montage le plus avantageux ? 
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Corrigé 


rx r(D-x) 



al) On peut redessiner le circuit de la façon 
suivante : les sous-stations sont des sources de 
tension idéales et la locomotive peut être 
schématisée comme une source idéale de 
courant. 

En appliquant la loi des mailles : 

E - r.xlj - U = 0 

E-r.(D-x).I 2 -U = 0 

et avec la loi des noeuds : I,+I 2 =I 


En résolvant ce système linéaire à trois inconnues U, I } et I 2 , on en tire : 


a 2 ) 


U = E-- ? (P X) I et donc AU = E-U = - 1X - X) I 


a3) AU passe par un extremum lorsque 
d(AU) 


= 0 soit (D-x)-x = 0 et donc pour x = — 
dx 2 


En remplaçant x par — dans AU, on a donc AU = — rDI 
2 4 


D = = 45 km 

r.I 


or d'après l'énoncé AU mw = 45 V on en déduit 
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Problèmes 


b) Le circuit peut se redessiner : 
rD 



ou également en réunissant les 
deux résistances en série : 

r(2D-x) 


-CZh 


/N 


Cf U 


Le circuit se dessine finalement avec R = 


rx(D- x) 
2D~ 


A 


On a directement U 


• <£» 


= E _ r x(2D-x) I et | AU = E - U = iZ^b^ 


AU est maximum si — = 0 => x = D 
dx 


En remplaçant x par D dans l'expression de AU et en sachant que A U max = 45 V, on 
obtient : AU^ = 45 = —î- => D = 2250 m soit 2,25 km. 


c) Par symétrie, il suffit d'étudier le cas 0 < x < D / 2. 

Le schéma se redessine alors : 

et encore : 



En appliquant la loi des mailles : 
D. D . 

r—i+r —(i ■+ i r —I)— 0 

2 4 

rxï ’-f r(y - x)(i *-I)= r y L 


3Di4-Di’-DI=0 
- Di -f Di '-(D - 2x)I = 0 


En multipliant la deuxième équation par 3 et en additionnant membre à membre, on 
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obtient: i'= 2D 3X 1 or U = E-rxi'=E-^2D~3x) 

2D 2D 


Donc 



d(Au) D 

AU est maximum quand -= 0 => x = — 

dx 3 


En remplaçant x par — dans l'expression de AU et en posant que AU max = 45 V, on [ 


obtient : AU^ = 45 = — rDI 

6 


D = 6750 m = 6,75 km. 


Conclusion : Le circuit de la question c) semble le plus avantageux ; c'est lui qui 
demande le moins de sous-stations, mais U faut deux caténaires. 

Remarque 

Autre méthode pour résoudre la question c) à condition de voir que l'on peut réunir les 
points qui sont au même potentiel E. Le schéma se redessine alors successivement : 


rD/4 




En prenant le dernier schéma, on peut écrire immédiatement : 



On retrouve ainsi le résultat de la question c). 
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Problèmes 


Problème n°4 


d'après ESEM Orléans 

Connaissances requises : générateur de courant, générateur de tension, association des 
résistances. 

Un convertisseur numérique-analogique (C.N.A) délivre une tension U continue 

proportionnelle à un nombre décimal N: 0 <N < 15 , U = cN 

et N = 2°a 0 + 2'a, + 2 2 a 2 + 2 3 a 3 avec a 3 a 2 a,a 0 nombre binaire correspondant à N. 

Le C.N.A. comporte : 

- un jeu de quatre interrupteurs (Kg , Kj, K 2 , K 3 ) 

- un réseau en échelle R - 2R 

- des sources de courant Io, chacune ayant une borne reliée à un interrupteur, l'autre à la 
masse. Le courant délivré sera noté ajlg , i étant l'indice correspondant à 
l'interrupteur Kj (aj = 0 l'interrupteur Kj est ouvert ; aj = 1 l'interrupteur Kj est fermé). 



1) Montrer que le schéma de la fîg.l est équivalent au 
schéma de la fig .2 si les interrupteurs Kg , K 3 , K 2 sont 
ouverts et K 3 fermé. 

En déduire l'expression de : 

a) la résistance x en fonction de R 

b) la tension en fonction de R, a 3 etlo- 



fig .2 








U 


1 
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2) Les interrupteurs Kg , K, , K 3 sont ouverts et l'interrupteur K 2 est fermé. 

a) Donner le schéma équivalent au montage de la fig. 1. 

b) En déduire l'expression de la tension U 2 en fonction de R, a 2 et Ig. 

c) Etablir la relation entre et U 2 . 

d) En déduire l'expression de en fonction de R. a 2 et Ig. 

3) De la même façon, donner : 

a) l'expression de en fonction de R, aj et Ig quand seul l'interrupteur Kj est fermé. 

b) l'expression de U ÆM en fonction de R, ag et Ig quand seul l'interrupteur K 0 est fermé. 

4) Montrer que se met sous la forme : 


U 


AM _ 


RI 0 (2°a 0 + 2 1 a 1 +2 2 a 2 +2 3 a 3 ) 
k 


où k est un coefficient à déterminer. 


5) Quelle est la plus petite variation possible de U M1 pour Ig = 1 mA , R = 10 kD. ? 
Donner la valeur maximale de U^. Que peut-on dire de ce système ? 


Corrigé 


1 ) On peut enlever les trois premières sources de courant puisque les interrupteurs sont 
ouverts. La résistance x de la fig.2 représente donc le dipôle AM suivant : 


a) En utilisant les lois d'assoc iation d es 
résistors, on trouve facilement que I*- = Rll 

b) Le résistor x est en parallèle avec le 
résistor 2R ; ( cf fig.2) 

la résistance équivalente est ; 

elle est parcourue par le courant a 3 Io ; on a 



R R R 

-CZ> 




2R 2R 


///}/// 


2) a) Schéma équivalent quand K 2 est fermé : 
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Problem.es 



b) En associant les résistances, le montage précédent devient : 


et on a directement : 


tt 2R r 
U, = —ia 2 I ( 


c) Le schéma de la fïg.l lorsque 1C 2 est fermé peut également 
se dessiner : 




2 R 

3)a) De la même façon quand est fermé et les autres ouverts, on a U, = —a,I 0 . 


Sur la fïg.l, si K, seul est fermé, on voit que = ~- 



b) Quand seul l'interrupteur Kq est fermé on a de même : 
tt 2R _ TT U 2 U. U 0 

o 3 o o ^248 


d'où 



4) La valeur de quand tous les interrupteurs sont en fonctionnement, est la somme 
des valeurs obtenues séparément : 

TT 2R _ 2R T 2R T 2R T f ^ . .. 

U am =T' a 3 I o + -T a 2 I o + — a « I o *»■— Mo et cette expression secnt : 

3 o 12 24 


E 


0 (a o + 2a, +4a 2 +8a 3 ) 


12 


on a bien l'ex:pression de l'énoncé avec k = 12. 

5) Lorsque tous les interrupteurs sont ouverts, on a = 0 V i et donc = 0. 

RI 

Si est fermé, - 1 et U^, = = 0,83 V ; c’est la plus petite variation de 

Lorsque tous les interrupteurs sont fermés, tous les a[ sont égaux à 1 etU AVI = 12,5 V 
On peut donc obtenir toutes les tensions de 0 à 12,5 V par pas de 0,83 V. Pour avoir un 
pas plus petit il faudrait davantage d'interrupteurs. A chaque nombre a 3 a 2 a 1 a 0 correspond 
une tension U M1 . 







www.biblio-scientifique.net 


Circuits en régime transitoire 


Exercice 1 

A t = 0, le condensateur n’est pas chargé et on ferme l'interrupteur. 

1) Etablir l’expression de U(t). 

2 ) Déterminer le temps au bout duquel le condensateur aura atteint 80 % de sa valeur. 



1 ) Notons i l’intensité traversant le circuit et q la charge supérieure du condensateur : 



Avec ces notations, nous avons les relations suivantes : 



i-üa 

dt 


d’où i= C 


dU 

dt 


Nous avons d’autre part U + U R = U + Ri = E, on en tire avec les relations précédentes 
I équation différentielle en U : 


U+RC— = E 
dt 


D'où : 


ÜH + -L U= _L 

dt RC RC 


La solution de cette équation est du type : U = E + Ae" Rc . La constante A se trouve en 
exploitant la condition initiale : t = 0, U = 0. B vient ainsi A = -E d'où la solution 
cherchée : 


U = E(l —e RC ) 


2) D faut résoudre fe'quation 0,8 E = E(1 - e RC ). On obtient t = - RC Ln 0,2 soit : 



Remarques 

1) Dans l'établissement de l'équation différentielle de la charge ou de la décharge d'un 
condensateur, il faut faire très attention aux conventions utilisées. En particulier, selon 
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Exercices 


dq 

le sens de l'intensité dans le circuit, an peut avoir i = ±—. Une erreur de signe se 

dt 

traduira dans l'équation finale par une exponentielle croissante en e +at qui diverge 
pour t tendant vers l’infini. Conclusion : Attention aux signes ! 

2) Le résultat de la seconde question peut être trouvé approximativement sans aucun 
calcul. La constante de charge valant RC, il faut savoir qu'un condensateur se charge 
en environ 3RC (95% de la charge). Ici, l'énoncé demandant 80%, on pouvait, sans 
calcul, proposer une valeur de l'ordre de 2RC. 

3) Lorsqu'un condensateur se charge ou se décharge, il y a toujours continuité de la 
tension U à ses bornes car l'énergie stockée W =^CU 2 est continue. Ceci permet de 
déterminer les intensités ou les tensions à t = 0 + . 


Exercice 2 

On considère le circuit suivant où le condensateur de capacité C est chargé avec une 
tension E. A l'instant t = 0, on abaisse l'interrupteur K et on note U(t) et i(t), 
respectivement la tension aux bornes du condensateur et l'intensité dans le circuit à 
l'instant t. 

>_| |f_ 


R 

1) Quelle est la valeur de i pour t = O 4- ? 

2) Etablir les équations horaires de U(t) et i(t). 

3) Calculer l’énergie dissipée dans la résistance lorsque le condensateur est totalement 
déchargé. Le résultat est-il logique ? 


1) Le montage à l'instant t est le suivant : 


<- 


K 


> 


i R 

A l'instant t = 0 + , la continuité de la tension aux bornes du condensateur implique que 
U(0 + ) = E. Cette tension s'appliquant aux T)onnes du résistor R, nous avons d'autre part 
UCO*) = Ri, il en résulte que : 


i(cn=; 


!■ 
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2) Nous avons ici 


: U-i i—Üi d’oùi = -C- dU 


dt 


dt 


L'égalité des tensions aux bornes des dipôles donne : U = Ri = -RC—. L'équation 

dt 

différentielle en U est donc — U = 0, d'où l'on tire la solution cherchée en tenant 
dt RC 


compte des conditions initiales : 


Comme i = -C—, il vient : 
dt 


IU = E e 


. E 

fl i = — e Rc 


3) Le résistor consomme une puissance Joule P = Ri 2 . Entre t et t+dt, l'énergie 
consommée dW vaut : 


f—e'^'df => 

W = -Î-CE 2 

* R 

2 


dW = Ri J dt = —e dt 
R 

* 2 

d'où : W = 

Le résultat était prévisible car la ^ i w 

l’énergie stockée initialement dans le condensateur. 

Remarque 

K 

y. 


O 


Dans le cas d'un circuit série RC soumis à une tension A et où la tension initiale du 
condensateur vaut B, on obtient systématiquement l'équation différentielle 

~fa*~RC U = ~ÎÏC A 1(1 solution générale de cette équation est de la forme 
_ /_ 

U = A + Ke RC et les conditions initiales impliquant que K - B - A, la formule 

_r_ 

générale de charge et de décharge d'un condensateur est : U = A + ( B - A ) e RC . On 
peut vérifier la validité de cette formule à travers les deux cas principaux : 

- Charge : Dans le cas où B - 0 on obtient directement la formule classique 

U = A(l—e RC ) du premier exercice. 

t 

- Décharge : Dans le cas où A = 0, la formule devient : U = B e RC comme dans le 
second exercice. 

Ces deux dernières formules doivent être parfaitement connues et maîtrisées. 
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Exercices 


Exercice 3 

A t = 0 on abaisse K. Trouver l’expression de U(t) sachant que le condensateur du bas 
est chargé initialement avec une tension U 0 . 



< - 

U(t) 


L y a conservation de la charge aux bornes des deux condensateurs. Notons q la charge 
du condensateur du bas et q 0 -q la charge du condensateur du haut ( q 0 correspond à la 

Qn 

charge initiale du condensateur du bas : U 0 = ~). 


q n -ql 


Avec ces notations, Nous avons alors les relations suivantes : i = ——, U = — 


et par suite : i = 


dU 


dt 

qp-q 


-C—. D'autre part la tension U' est telle que : U*= ^ = U 0 - U. 


La relation U = U' + Ri donne alors : U = U n - U - RC 


dU 


D'où l'équation différentielle : 


dU 

An. 

_U, 

dt + 

RC U 

R üJ 


U - — 

La solution de cette équation est : U=-^-4-Ae RC . La condition initiale U = U ( 
permet de trouver A = On en tire la solution cherchée : 


U = ^î-(l+e 
2 


Remarque 

Pour un temps infini, la formule précédente indique que la tension finale du 

condensateur vaut Ceci était pré-visible sans calcul. En effet, les tensions finales 

des deux: condensateurs devant être identiques, et ceux-ci ayant la même capacité, la 
charge va se répartir également sur les deux condensateurs. Il en résulte que les 

tensions finales des deux condensateurs seront égales à ~~. 
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Exercice 4 

Soit le dispositif suivant où la diode est idéale et la tension e(t) du type créneau de 
période T. 



e(0. 


U(t) E 


Sans aucun calcul, tracer l'allure de U(t) pour RC « T, RC = T, RC » T. 






La charge du condensateur se fait quand e(t) = E. La diode est passante et la charge du 
condensateur se fait dans tous les cas de manière instantanée. 

La décharge se fait pour e(t) = 0. Lors de cette décharge, la diode est bloquée, et cette 
décharge s'effectue dans la résistance R. Tout dépend donc de la valeur de RC par 
rapport à T, la décharge s'effectuant plus ou moins rapidement. 



Décharge très rapide 


Décharge moyenne 


Décharge très lente 


Remarque 

On peut être éventuellement choqué par le fait que la charge étant instantanée, le 
courant de charge est théoriquement infini. En fait, la diode possède une faible 
résistance interne r qui limite le courant. 


R = 500 a 
C= 10)1 F 
E= 10 V 


U(t) 


Le générateur délivre une tension créneau e(t) de période T= 2.10 2 s telle que, n étant un 
nombre entier positif ou nul : 

nT <t< (n+^)T : e(t) = E (n+i)T<t< (n + l)T: e(t) = 0 

Le condensateur étant déchargé à t = 0, déterminer les valeurs numériques de U(t) pour 
t =plO' 2 s avec p= 1,2,3,4,5,6. Commenter les résultats. 


Exercice 5 


-CD 
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Exercices 


Notons Uj la tension à l'instant t = i.10' 2 s. Nous avons ici une succession de charges et 
de décharges du condensateur pendant des temps At = 1()- 2 s avec une constante de 
temps du circuit valant t = RC = 5.10* 3 s. 

Calcul de U 2 

La tension du condensateur étant nulle à t = 0, nous aurons : 

_ ti 

Uj = E(1 -e RC ) = 10(1- e -2 ) => 

Calcul de U 2 

Nous avons une décharge pendant un temps At = 2 t avec au départ une tension U r 
D’où: U 2 süjc"^ =u ]e - 2 => 

Calcul de U 3 

Nous avons maintenant une charge pendant At = 2 t avec au départ une tension U 2 . La 
remarque de l'exercice 2 permet d'écrire : 

At - 

U 3 =E + (U 2 -E)e R c => 

Calcul de U 4 , U 5 , ü 6 
On recommence de la même manière 


On peut remarquer que U 4 — U 6 et que par suite le condensateur continuera à se charger 
et à se décharger entre 1,19 V et 8,81 V. On atteint donc rapidement un état stationnaire. 


[U 4 = 1,19V | 


|| U 3 = 8,80V 


et on obtient : 







Exercice 6 

On considère un circuit RC alimenté par un générateur délivrant une tension créneau de 
période T telle que, n étant un nombre entier positif ou nul : 

nT < t < nT+tj : e(t) =E nT+t, < t < (n+l)T : e(t) = 0 
/ „ U(0 


O- 


e(t) 

1) A t = 0, le condensateur est supposé chargé avec une tension U 0 . Déterminer U(t) 
pour 0 < t < t, et pour tj < t< T. 

2) On se place dans le cas où RC » T. Exprimer alors les valeurs de U(tj) et U(T) à 
l'aide d'un développement limité au 1 er ordre. 

3) Au bout d'un temps égal à K périodes (Kl » 1), on atteint un régime permanent 
caractérisé par : TJ(pT) = U(pTVT) = U m , p étant un nombre entier supérieur à K. 
Exprimer U m en fonction de E, t[ et T. 

Annexe : On donne x —> 0 e x = J + x 
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■ 

■ 

m 



I) l*oui la première charge jusqu'à t = t 2 , nous aurons classiquement : 



t 

U(t) = E + (U 0 -E)e _ RC 


Pour lu première décharge, nous aurons puisque le temps de décharge vaut t - t. 


U(t) = U(tj)e RC '| 



2) Puisque RC » T, t et t -1 } sont aussi très faibles devant RC d'où : 


U(tj) = E +(U 0 -E)e RC = E + (U 0 -E )(1 ——) 

RC 


On en tire U(ti) : 



U(T) = U(t,)e RC = | U 0 +(E-U 0 )^L- 

RC 


On en tire U(T) au 1 er ordre : 0 (1--) + (E 

RC 



.I=*L, 


EU 






Comme U(pT-fT) = U m , il vient : 

U m =U ra (l- 


U(pT + T) = U n (l-^A) + (E-U m )iL 


———) + (E—U m )A_ 
RC m RC 


On en tire : 


U m =^- 


Remarque 

Comme RC » T, en régime permanent, le condensateur n'a pas le temps de se charger 
ni de se décharger. On a donc U(pT) = U(pT+t 2 ) = U(pT+T) = U m et on peut vérifier 
qualitativement le résultat final en testant quelques cas évidents. 

— 1 } - 0 : Le condensateur ne se charge pas d'où U m = 0. 

— tj = T : Le condensateur se charge complètement d'où U m = E. 

~~ t 1 = L J : Le condensateur se charge et se décharge durant des temps égaux. Il est 

logique qu'il se stabilise à LJ - L E. 

2 

Plus finement, les petites charges et décharges sont assimilables à des portions de 

» . , , dû . , , E-U m dû U 

droite de pentes respectives - (charge) = -- et - (décharge) En 

dt RC dt RC' 

régime permanent, la charge compensant la décharge, nous devons donc avoir 

E-U U Et 

— ~~' • 1 tj =~( T ~ t i ) et on retrouve la relation : U m = -jL. 
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Exercices 


Exercice 7 

Soit le circuit suivant : 


K ^—c 
© 


Ait) 


0 


m 


À t = 0 on abaisse l'interrupteur K. 

1) Sans aucun calcul, tracer l'allure des courbes U(t) et i(t). 

2) Retrouver les résultats en établissant les équations de U(t) et i(t). 




S 


1) Lorsque l'interrupteur est baissé, le condensateur commence à se charger. Au début, il 

Ti F 

va se comporter- comme un fil si bien que U(0 + ) = 0 et i(0 + ) = —, aucun courant ne 

R 

traversant le résistor r. Lorsque la charge sera terminée, i sera nul et le courant débité par 
le générateur passera à travers r. Il en résulte un simple diviseur de tension aux bornes 

de C et nous aurons pour un temps t infini : i = 0 et U = —-—E. Les courbes i(t) et U(t) 

R + r 

auront donc les allures suivantes : 




2) Pour étudier quantitativement le montage, il est plus simple de transformer celui-ci en 
permutant C et r et en cherchant le dipôle de Thévenin équivalent entre les points A et 
B. 



/K 


U(t) 
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— La f.e.m équivalente entre A et B se trouve facilement en considérant le diviseur de 

tension, d'où : e M = —-—E. 

R + r 

Rr 

— La résistance équivalente correspond à r // R, d'où : ^ . 

Le montage est maintenant : 

Rr 


V R+r 



On retombe donc sur le cas classique de la charge d’un condensateur dans un montage 
r , C , e«, et les résultats sont immédiats : 

cq ’ ’ cq 

R+r , TT c R+r. 

U = —-—E(l-e ) et i = C— = -e _RÆ 

R + r dt R 


Exercice 8 

L est une lampe au néon de tension d’allumage V a = 90 V et de tension d'extinction 
V b = 70 V. Lorsque la lampe est éteinte, sa résistance peut être considérée comme 
infinie ; lorsqu’elle est allumée, sa résistance prend la valeur r = 10000 El. 

On monte L dans le circuit suivant : 


-CZZD- 

R 



E = 200 V R = 10 7 O C = 150 nF 

On constate que la lampe émet des flashs lumineux avec une période T= 0,25 s. 

1) En tenant compte des valeurs numériques de l'énoncé, justifier qualitativement le fait 
que la lampe émette des flashs. 

2) Retrouver par le calcul la valeur de T et proposer une valeur pour la durée don flash 
lumineux. 


1) Lorsque la lampe est éteinte, le condensateur se charge avec une constante de temps 
X = RC = 1,5 s. Lorsque sa tension U c devient égale à la tension d'allumage V a , la lampe 
devient conductrice et le condensateur se décharge rapidement dans celle-ci 
(X* = rC = 1,5 ms) en émettant un flash jusqu’à ce que sa tension devienne égale à 
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Exercices 


V b = 70 V. La lampe s'éteignant, le condensateur recommence à se charger. Le 
phénomène charge-décharge se reproduit donc périodiquement avec le cycle suivant : 
Charge lente V b = 70V —» V a =90V. La lampe est éteinte. 

Décharge rapide V a = 90 V —» V b = 70 V. La lampe est allumée et émet un flash. 

En conclusion la lampe émet des flashs avec une période T = t chargc + t décharge * t charge 

2) a) Etude de la charge V b = 70V —» V a = 90V. 

Nous avons classiquement en prenant t = 0 au début de la charge : 

U c (t) = E + (V b -E)e~^ 

On en déduit la valeur du temps t c de charge avec U c = V a : 



b) Etude de la décharge V a = 90V —» V b = 70V. 

Là aussi, nous avons classiquement en négligeant la branche (E, R) et en prenant t = 0 
au début de la décharge : 

_ t 

U c (t) = V a e Æ 

D'où la valeur du temps t d de décharge avec U c = V b : 


t d = rC ln —- = 0,38 ms 

__ 

La lampe émet donc des flashs de durée 0,38 ms avec une période T = 0,25 s. 
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di di R E 

Nous avons E = Ri +L—. L'équation différentielle est donc - +—i = —. 

dt dt L L 

E t 

La solution de ce type d’équation est i = — + Ae L . La condition initiale étant i = 0 

R 

E 

(continuité du courant traversant une bobine), on obtient A =-. 

R 


D'où la solution finale : 


i = —(l-e L 
R 


3 


E E --t 

2) E faut résoudre l’équation 0,8— = — (l-e L ).On obtient t =-ln0,2, d'où : 

RR R 


t = 1,6— 
R 


Remarques 

1) De même que pour le premier exercice , la constante de temps de l'établissement d’un 

courant i dans un circuit RL est T = —. On pouvait donc s’attendre à environ 

R 

t -2z pour l'établissement à 80 %. 

2) Il y a toujours continuité du courant traversant une bobine car l'énergie stockée 

J >2 

W =—Li est continue. Une conséquence spectaculaire de ce phénomène est 

l'apparition d'un arc électrique au niveau d'un interrupteur lorsque l'on cherche à 
couper le courant dans un circuit RL. 


Exercice 10 


e(t) 


i R L 

/ 

\ 

r*-à — 

E 











O 







e(t) T 

On suppose que i et U sont nuis pour t < 0 et le montage est tel que T = — « T. 

R 

1 ) Tracer l'allure de U(t) pour t > 0. 

2) Quel est le lien mathématique approximatif entre U(t) ete(t) ? 


1 ) Dans tous les cas, l'équation différentielle à résoudre en i est : 

di R. e(t) 
dt L L 
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Exercices 


a) 0<t<î: L’équation est — + —i = — avec i(0) = 0. 

2 dt L L 

E ~~ H" 

Le courant s'établit selon la loi : i = — (1 —e 1 ). Comme U = L— il vient • 

R dt 


E 


U= Ee * 


Puisque x « T , cela signifie que U décroît très rapidement de E à 0 tandis que i monte 
E 

rapidement de 0 à —. 

R 

b) — < t < T : L'équation est —- 4 —i — 0 avec i(—) = — 

2 dt L 2 R' 

t-I 

g_2 

On obtient alors : i = — e T et par suite avec U = L— • 

R dt ’ 


U = -E e * 


U monte donc rapidement de -E à 0 tandis que i décroît rapidement de — à 0. L’aspect 
de U(t) est donc le suivant : 


U(t) 

e(t) 

E 


-E 


4\ 









\ 


r 

r ■■ 

--7 


2) On peut voir sur la courbe que l’allure de U(t) est très proche de la dérivée de e(t). 
Remarqué i 

On peut être étonné par ce résultat et il est intéressant d'approfondir la compréhension 
de ce phénomène que l'on retrouve aussi dans le cas d'un circuit RC en prenant la 
tension aux bornes du résister dans le cas RC « T. 

Le point clé est que la constante de temps du circuit est très petite devant la période du 
signal créneau . Le circuit " répond " donc très rapidement et la tension U est 
pratiquement toujours nulle sauf aux points de discontinuité de e(t). On peut d'ailleurs 
généraliser le phénomène au cas où e(t) n'est pas de type créneau mais où 
lapproxbnationXJ « Ri est cependant valable. Dans ce cas, l'équation e(t) = Ri -+ U 

donne e(t) — Ri et comme U — L —-, il vient 17 = — — ^^^ 
dt R dt 

Nous laissons an lecteur le soin d'étudier lui même le cas du circuit RC. 
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Exercice 11 

On considère le circuit suivant où le condensateur est déchargé 

f R 

) L 1--f3Tfcï’ifô’- 

* ü 



E 


A t = 0, on ferme l’interrupteur et on pose T = RC et t’= — 

R’' 

1) Donner les valeurs des courants i et i' et des tensions U et U' pour t = 0+ et t infini. On 
présentera les résultats dans un tableau. 

2) Quelles sont les expressions de i'(t) et U(t) ? 

1 ) t = 0 + 

D y a continuité de la tension aux bornes du condensateur => U(0 + ) = 0 et i(0 + ) = 

E y a continuité du courant dans la bobine :=> i'(0 + ) = 0 et U'(0 + ) = E 


t infini 

Le condensateur est complètement chargé => U(«>) = E et i(°o) = 0 

Le courant i' est constant et la bobine se comporte comme fil (U = L— = 0) 

dt 

=> i'O) = -~ et U'(oo) = 0 
. R 

On en tire le tableau des résultats : 



i 

i' 

U 

U' 

t =0 

E 

R~ 

0 

0 

E 

tinfïni 

0 

E 

R' 

E 

0 


2) Les résultats sont immédiats car les deux branches sont indépendantes : 

I g R ^ ( 

i'=~(l—e ^‘) U = E(l-e~SË) 

K 


Remarque 

Dans ce type d'exercice, il faut soigneusement étudier les conditions initiales. D’une 
manière générale, ce sont toujours les conditions de continuité des intensités dans les 
bobines, et des tensions aux bornes des condensateurs, qui permettent d'obtenir les 
résultats. 
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Exercices 


Exercice 12 

Soit le circuit suivant où la diode est idéale : 



1) A t = 0, les condensateurs étant déchargés, on abaisse K. Sans calcul, préciser les 
valeurs de ij, i 2 , i 3 , i, u lf u 2 , u 3 pour t = O et t infini. 

2) Lorsque le régime permanent est établi, on relève K au temps t' = 0. Préciser les 
nouvelles valeurs de i,, i 2 , i 3 , i, Uj, u 2 , u 3 pour t' = 0+ et t* infini. 


1) a) t = 0+ 

Le condensateur de la première branche se comporte comme un fil et court-circuite les 
autres branches. Nous aurons donc : 



b) t infini 

Le régime étant établi, les condensateurs sont chargés et la bobine se comporte comme 
un fil. La branche comportant la bobine se comporte simplement comme un résistor R et 


sa tension vaut — (pont diviseur avec l'autre résistor R). Les résultats sont alors les 


suivants : 


il = i 2 = 0 i = i 3 = 


2R 



i 


*2 

*3 

u , 

U 2 

u 

3 

t = 0 

E 

T 

E 

~R~ 

0 

0 

0 

0 

0 

t infini 

E 

0 

0 

E 

E 

0 

0 


2R 



~2R 

T 




2) a)t’W 

Lorsqne l'on relève l'interrupteur, il y a continuité de la tension aux bornes des 
condensateurs et de l’intensité parcourant la bobine. 

— Le courant global i étant nul, la bobine va imposer son courant i 3 dans le premier 
condensateur car la diode delà deuxième branche est dans le sens bloquant. 

E en résulte : 


i = i 2 = 0 
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- Pour les tensions nous avons : u, = — = u 2 + — = u 3 + R(—). On en tire : 

2 2 2R 

E 

u i=y u 2 =u 3 =0 


b) t* infini 

Nous aurons bien sûr i = ij =i 2 =i 3 = 0 et le premier condensateur étant déchargé 
u, = u 3 = 0. Le deuxième condensateur ne peut pas se décharger à cause de la diode. En 

effet, nous avons pour tout temps t > 0 : u, = u 2 + u comWeu , avec u, < | à cause de 

la décharge (qui peut être pseudo-périodique ou apériodique selon les valeurs de L et R) 
E ' 

Comme au départ u condensalcur = —, il en résulte que u 2 < 0 et que la diode sera toujours 


bloquée. Nous aurons ainsi finalement pour t' infi ni U] = 0 = u 2 +— => u 2 
Globalement, les résultats sont donc les suivants : 


E 

2 



i 

*i 

j 2 

*3 

u 

i 

u 2 

U 3 

t' = 0 

0 

E 

~ 2ÎT 

0 

E 

~2R 

E 

T 

0 

0 

t' infini 

0 

0 

0 

0 

0 

E 

~~ ~ 

0 


Exercice 13 

Le courant étant établi dans la partie droite du circuit, on abaisse l'interrupteur K à 
l'instant t = 0. 



1) Trouver la valeur de U(O). 

2) Quelle est l'expression de U(t) 


1) Avant la fermeture de l'interrupteur, le courant parcourant la bobine vaut i = — Par 

R 

E 

continuité, nous avons donc après la fermeture i(0 + ) = —■. La répartition des intensités 

R 

dans le circuit après la fermeture est ainsi la suivante : 
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Exercices 



E 2E 

Nous avons alors : U = E - Ri = R(2i-). On en tire i = — et par suite : 

D O Tl r 



2) Cherchons le dipôle équivalent entre les points A et B : 


i R R 



E 2 E 

Nous avons E - Ri = 2Ri d'où i =-. On en tire = 2Ri = —. D'autre part, 

3R 3 

on voit immédiatement que R AB = —, les trois résistors R étant en parallèle. Le montage 

g 

est donc équivalent au suivant avec au départ i = —. 


K 

3 




Nous avons alors : —- = — i + U avec U = L—. On en tire l'équation différentielle : 
3 3 dt 

di _R_. _ 2E 

dt^L 1 3L 

E R - —i 

La condition initiale i = — permet d'obtenir la solution : i = —(2-e 3L ). Avec 

R R 

relation U = L—,on obtient : 
dt 



la 
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I 



m 

m 

m 

m 

pi 

PB 



Remarque 

En dérivant l équation différentielle en i, on aurait pu directement établir l'équation 
différentielle en U et l'intégrer avec la condition initiale U(0 + )=■ y. Tactiquement, 

cela aiaait été une erreur car toute dérivation fait perdre une information importante. 
Ici, le fait de d'abord calculer i et ensuite U permet de vérifier la validité du résultat de 

E 

la question 1 : U(0+ ) =—. 


Exercice 14 

Soit le circuit suivant monté avec les composants suivants : générateur E = 5 V ; bobine 
L = 0,1 H r = 10 O ; condensateur C = 0,1 pP. 

Initialement le condensateur est déchargé et l'interrupteur K 2 fermé. 

A t = 0, on abaisse K,. 

K L, r 


© 


1) En tenant compte des valeurs numériques, établir une expression numérique 

approchée pour U(t). On posera co 0 = ~À=. 

VLC 

2) Que se passe-t-il si l'on refait la même expérience en remplaçant K 2 par une diode 

idéale ? „ 

-- ! 

1 ) L'interrupteur K 2 étant fermé, le montage est le suivant : 

'»-'TOrn—i 


© 


ri+L ¥ 


m r . . di T . . dU 

Nous avons : E = n + L— + U avec i = c—. On obtient ainsi l'équation différentielle 
en U : __ 

LC ^ + Au = E 

dt 2 dt 

d2u ©^ + ©u=-LE 


dr L dt LC 


LC 
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Exercices 


A =7r-^=10 4 -4.10 8 =- 4.10* = - 4û)o 
Les racines du polynôme caractéristique sont donc : 

ri= ~2L + ia>0 6t r 2 =_ ^~ ioo o 

On en tire la solution : 


U(t)-E-fe 2L (Acosco 0 t + Bsino 0 t) 

Les conditions initiales U = 0 et i = = 0 permettent de trouver les valeurs de A et 

B. On obtient après calculs : A = - E B = ~~E = - 5.10* E « E. L'expression 

approchée de U cherchée est ainsi : 



coscüq t) = 5( 1 - e" 50t cos 10 4 1) 


2) Si l'on refait l'expérience avec la diode, celle-ci est dans le sens passant pour t = 0 + et 
elle se comportera comme un fil. Il en résulte que nous aurons à nouveau l’équation 
d 2 U r dU 1 l dU 

dt 2 L dt + LC LC E mais aveC 1 = > 0 car * ne P eut être négatif à cause 

de la diode. 


U condensateur va donc se charger jusqu'à une tension U mM et puis sa tension restera 

constante. Vu les valeurs numériques, U ra „ sera obtenu pour cos 1 (Ht = -1 soit t = — 
nw,. 10 4 ' 


Remarque 


SOrt 

u m»». = 4,4(1 + e 104 ) = 8,73 V 


Attention aux erreurs de signe dans rétablissement de l'équation différentielle II faut 
savoir qu'une équation du type af -t -bf+cf= g(t) n'admet des solutions acceptables, 
c'est à dire avec des termes en e " avec r>0, que si les coefficients a, b etc ont même 
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Nous avons classiquement : U = E-f (U 0 
tire numériquement : e Rc =— et 10 -3 


-E)e'» c eti = C— = - E ' 


dt R 

_ 8 4 

~ e = R ■ D 0Ù les résultats : 


——e Rc . On en 


R =4000 n C = 3,6 jiF 


Exercice 16 

ENAC 

1 2 R 



, N 

L 

E = 100 V 

R = 200 Q 

J 


- q 2 C= 1 pF 

J 

C C 


Les condensateurs étant initialement déchargés, l'interrupteur est d'abord relié à la 
borne 1 puis à la borne 2 à l'instant 1 = 0. 

1) Quelle est la valeur de la charge q 2 au bout de 0 1 ms 7 

2) Quelle est l'énergie dissipée par effet Joule dans le tésîstor à la fin de la décharge ? 


instantanément avec la charge q 0 = CE = Kh’ C. En position 2, le condensai 
déchargé et le circuit à étudier est : r se 


%-q- 


r 


2 * 

eu- 


Nous avons en tenant compte de la conservation de la charge : 

Uj = Ri +-U avec U, = ~ H t U = —, i = f!9. 

On en tire l’équation différentielle en q : C dt 


C dt C 

dq 2 1 

soit : H-q =-q n 

dt RC RC 40 

2t 

Avec la condition q = 0 pour t = 0, on obtient :q = -^L(i_ e rc ) 
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Exercices 


Pour t = 0,1 ms : 


q 2 =3,16.10' 5 C 


2) A la fin de la décharge, U, = U= L’énergie consommée par effet Joule dans la 


résistance sera égale à la différence des énergies stockées dans les condensateurs entre le 
début de la décharge et le fin de celle-ci. 

D’où: 


W = E toitok -E rimk =-CE 2 


-2.ic(^) 2 = {cE 2 

2 2 4 


W = 2,5.10 -3 J 


Exercice 17 


Mines AADN 



Au départ, le condensateur est déchargé. On ferme l’interrupteur à t = 0. 

R + R 

1) Déterminer l’expression de ij(t). On posera a = J ^ ^ . Tracer l’allure de ij(t). 


R^C 


2) En déduire U(t). 


1) 
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En tenant compte dé la condition initiale i, = 0 (le condensateur court-circuite R, au 
départ), il vient : 



L’allure de i,(t) est la suivante : 



2) Comme U = E - Rji,, on obtient : 


U = 


R 2 + R 1 e~ at 
Ri + R 2 


Remarque 

On peut vérifier la validité des résultats en testant les formules pour t infini. 

E 

—“ 1 1 = -— • Le résultat est logique car lorsque le condensateur est chargé, le 

R, +R 2 

montage se comporte comme une résistance R } + R 2 . 


— U = - 


R? 


R. + R. 


-E. Le résultat est conforme au diviseur de tension équivalent. 


Exercice 18 ENAC 



1) Ecrire l’équation différentielle vérifiée par V s (t). 

2) On suppose que le condensateur est initialement déchargé. Trouver l’expression de 
\{t). 

3) Déterminer V s (t) dans le cas particulier où k = 1. (on pourra poser k = 1 + e et faire 
un développement limité). 

4) Pour k = 1, V s (t) passe par un maximum à l’instant îq. Calculer et t^ 


II 
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Ezercices 



1) Nous avons : i, +i 2 =i 0 (l)avec Ri t = 
et en injectant dans la relation 1 : 


Ji,dt 


: V . On en tire 


1 R ’ 2 C dt 


dt RC s C 


dV s 1 X/ 
ou —- + — V 
dt kx 


In e 


La solution particulière de cette équation est du type ;V S =Be x . En injectant cette 

expression dans l'équation, on obtient : B(—— + —) = soit B = Q - X. La 

t kx C Cl k 

t 

solution de l'équation sans second membre étant Ae kT , la solution générale de 
l'équation différentielle est : 

V= Ae'î'+i-^-e - ' 

’ Cl-k 

2) Si l'on suppose que le condensateur n'est pas chargé au départ, la condition V s (0) = 0 
donne : 


V _ 

* Cl-k 


3) Posons k = 1 + £ . L'équation précédente donne : 


t kx - - —— 

y = _io£E( e *_ e (l+e)t ) 

s Ce 

En exploitant les relations -~ 1 — e et e~° ~ 1 - et, il vient finalement : 

1 + e _ 


V c = 


Int -r 


<JV 

4) V s passera par un maximum pour —- = 0. 

dt 


D'où les résultats: 


^.= 0=L(i_i) e t -j, t = T 
dt C l 


t 0 =T V = 

0 s Ce 
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Exercice 19 INA 


c 



Au départ, les condensateurs sont déchargés. On ferme l'interrupteur à t = 0. 

1) Sans aucun calcul, donner l’allure de S(t). 

2) Trouver l'équation différentielle vérifiée par S(t). On posera RC = x. 

3) Intégrer cette équation et tracer S(t). Préciser le temps t 0 pour lequel S(t) passe par un 
maximum. 


1) Notons i, ij, i 2 les intensités dans les différentes branches. 
C 



Au début de la charge nous aurons à t = 0 + : i 


= î, = — et 
1 R 


, = 0. Le condensateur de la 


branche verticale va donc commencer à se charger et S croîtra. 

Pour un temps t très long, il est clair que le condensateur de la branche horizontale sera 
chargé sous une tension E et que tous les courants seront nuis, donc que S sera nul. D en 
résulte qu’après être passé par une tension maximale S^, le condensateur vertical se 
déchargera dans R et S décroîtra jusqu'à S = 0. L'allure de la courbe S(t) sera donc la 
suivante : 



t 






























































2) Nous avons à priori 4 inconnues dans ce problème, à savoir i. i„ L et S. Avanl de sc 

ITneTeornblè CUlS ’, k faU ' T* ,US ‘1- nous^ermettront d'être 

sûrs que le problème est bien posé et que l’on peut le résoudre. 

La loi des nœuds donne la première relation : i = i, + i 2 (1) 

D y a deux manières d’exprimer S : S = Ri 2 = (2) e t (3) 

La quatrième relation s'obtient par l'égalité des tensions : E = -t R i -t- S (4) 

étant ^ aitement P ° S<é ’ a ne reste plus 9 u ' à corab «ner ces 4 équations pour 
obtenir l'équation différentielle cherchée. P 

(2) et (3) dorment : i, = | et i, = cÆ La relation (1) donne alors : i = 1 + Æ En 


dérivant la relation 4, il vient : 


R dt 


Soit en injectant l'expression de i : 

d 2 S 


iË +R -Ëi + ± =0 

dt dt C 


^ 3 dS 1 

+-+ —r—r-S = 0 


ou : 


dt 2 RC dt r 2 c 2 ‘ 



3) Les racines du polynôme caractéristique se trouvent avec A = —_ — = ~ On 

3 V~ -\f~ ^ 2 

obtient r, = — , r 2 = - et la solution générale de l'équation différentielle 


est : 


2t 


2t 


-3W? , -3-V5 

S = Ae 2t -fBe 2t 1 


Les conditions initiales S(0 + ) = 0 et i rn + 'i - r ^ ~ ..., 

oju j — u et ij (U ) - C— = — permettent d'identifier A et B 


On obtient après calculs A = -B = 4, d'où: 

t/5 



m 


S(t) passe par un maximum pour — = 0. Les calculs donnent alors : 

' O= ^ ta( fef ) = 0 ’ 86t 

L'aspect de la courbe est le suiyant : 



S(t)A 



Remarque 

sr-T 


Itxei cice 20 Mines AADN 

c “ » «* » — - On , mc 



i,iUS “ '• « « bon. d'un 

2) Etablir l’équation différentielle vérifiée par i 3 (t) 

On donne : R = 2,5 kQ ; r = 1,25 ki2 ; C = 1 pF ; L = 20 mH ; E = 6 V 

périodique"' S ° 1UÜ ° n * réqUaÜ ° n différe "üelle correspond à un régime pseudo- 

^Déterminer l'expression numérique complète de U(t) et calculer sa valeur maximale. 


1) t = 0* 

U condensateur sc comporte comme un fil et court-circuite la bobine et la résistance R. 


D'où les résultats : U = 0, i, = i 3 = o. U étant nul, nous aurons i, = j = “ 

R 


t infini ^ 

Nous sommes en régùne permanent et toutes les grandeurs son. constantes. La bobine se 


comporte comme un fil et U = 0, i 2 = i 3 = 0. U étant nul, nous aurons i, = i = £ 

1 D 


On en tire le tableau suivant : 
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Ejcercices 



U 

i l 

b 

*3 

t = 0 + 

0 

0 

E 

T 

0 

t grand 

0 

E 

"T 

0 

0 


2) Nous avons 4 intensités inconnues : i, ij, i 2 , ^ II nous faut donc 4 relations liant ces 
grandeurs. Ces 4 relations sont : 

f=L di, =j M 


i = ii+i 2 +i 3 (1) U = 


J5__r 
R R 

dans la relation (1), il vient 


j (2)(3) E = Ri + ri 3 (4) 

.dû 


(4) donne i = —L , (2) et (3) i, = — Ldi et i 2 = rC—. En injectant ces relations 
w RR L J dt 


fi 3 dt = f 

dt R ’ L J R 

Soit en dérivant et en divisant par rC : 


|4 + i ( I + ± ) iËi + .jL i3 J 

| dt 2 C r R dt LC 3 | 


Numériquement,, on obtient : ^-ÿ- + 1200^- + 5.10 7 i 3 = 0. 

dt dt 

À =-1,985.10 8 < 0 donc nous aurons un régime pseudo-périodique de pulsation 


(O = —-= 7045 rad.s . 

2 

3) Comme U = ri 3 , U sera de la forme : U(t) = e^ 001 (A costot-t-Bsincot). Les 

coefficients A et B se trouvent avec les conditions initiales U(0 + ) et —(0 + ) : 

dt 

— U(0 + ) = 0: on en tire A = 0. 
dU , 


— Pour trouver — (0 + ), on se sert de la relation U 
dt 

dU_i 2 


fi 2 dt 

--d’où l'on tire : 

C 


— = Biosoit B = -5- = 0,34V. 
dt C RC RCco 


L'expression numérique de U est donc la suivante : 


U(t)= 0,34e"* 001 sin7045i 


La valeur maximale de U se trouve pour : 

^ = 0 = 0,34( -ÉOOsin 7045t + 7C 5 cos7045 t)e _6a)1 

dt 


soit: 
D'où. : 



tan(7045t) = 11,7 t=2,bUHs 
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Exercice 21 ENAC 


R 



et d’un condensateur de capacité C initialement déchargé, on branche un générateur à 
caractéristique U g (i) rectangulaire : 

— Lorsque le courant i débité par le générateur est inférieur à une valeur maximale i 0 , 
le générateur se comporte comme une source de tension idéale de f.e.m E constante. 

— Lorsque i > i 0 , le générateur se comporte comme une source de courant parfaite de 
courant électromoteur i 0 et la tension à ses bornes est inférieure ou égale à E. 

E i 

On posera I 0 = —, oc = — et T = RC. 

R I 0 

1) Calculer les tensions U R et U g dans la cas où a > 1. 

2) Dans la suite, on se place dans le cas a < 1. Déterminer U g (t) au début de la charge 
en fonction de a, E, T et t. 

3) Calculer U g et U c au temps t 0 = -—— T. 


1 ) Le problème est de savoir si le générateur se comporte comme un générateur de 
tension ou un générateur de courant. 

Si l’on suppose qu’il se comporte comme un générateur de tension, on sait que le courant 


est maximal au début de la charge et vaut — = I 0 . Comme nous sommes dans le cas où 

R 


a > 1 , nous avons I 0 < i 0 et le générateur se comporte donc bien comme un générateur 
de tension. On obtient classiquement : 


U g = E 


Ou en tire les résultats : 



2) Nous sommes maintenant dans le cas où le générateur se comporte comme un 

générateur de courant. Nous avons alors : U g =U R +U C = Ri 0 + —= Ri 0 (l + —). La 

C T 

relation otE = Ri 0 donne : 

U. = aE(l+—) 

T 

3) Les résultats sont immédiats : 
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Problèmes 


Problème n°5 


d'après Mines d’Albi, Aies, Douai, Nantes 

Connaissances requises : circuit RC soumis à un échelon de tension , représentation de 
Thévenin et de Norton, utilisation de l'oscilloscope. 


On considère le circuit ci-contre comprenant une 
résistance de valeur R, un condensateur de capacité 
C et une alimentation stabilisée de tension à vide E. 

1) A l'instant de date t = 0, on place l’interrupteur K 
en position (1), le condensateur étant déchargé. 

1.1) Exprimer la tension U c (t) aux bornes du 
condensateur en fonction de E, R, C et t ; on posera 
par la suite x = RC. 



1.2) Donner l’allure de la courbe donnant U c en fonction de t. On précisera la pente à 
l'origine. 


2) Le condensateur est maintenant chargé : U c = E. A l’instant t - 0, on place 
l'interrupteur sur la position (2). 

2.1) Exprimer la tension U c (t) aux bornes du condensateur en fonction de E, R, C et t. 

E 

En déduire que la courbe représentant les variations de ln(-——) en fonction du temps est 

U c 

une droite dont on exprimera le coefficient directeur en fonction de R et de C. 

2.2) Données : R = 10 MO. ; C = 10 pF ; E= 10 V. 

On branche un voltmètre numérique (calibre 20 V) aux bornes du condensateur et on 
étudie la décharge du condensateur à partir de l'instant de date t = 0 où 1 on place 
l’interrupteur K en position (2). 

On relève les valeurs de U c (t) à différentes dates : 


t(s) 

5 

10 

15 

20 

30 

45 

60 

90 

120 

;50 

u c (t) 

9,05 

8,19 

7,41 

6,70 

5,49 

4,07 

3,01 

| 1,65 

0,9V 

0,50 




E 

Tracer la courbe ln(—)= f(t). 

Montrer que les résultats sont en accord avec la théorie à condition déconsidérer que le 
condensateur se décharge aussi dans le voltmètre modélisé par une résistance R que Ion 
calculera. 
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3) On considère le circuit ci-dessous qui correspond au circuit du 1) avec en plus le 
voltmètre placé aux bornes du condensateur ; le voltmètre est modélisé par une 
résistance R' ; à l'instant t = 0, on place l’interrupteur K en position (1), le condensateur 
étant déchargé. 



Montrer, en utilisant la représentation de Thévenin d’un générateur, que l’expression de 
U c ’(t) s'obtient très rapidement à partir de l'expression de U c (t) du 1.1 ; on exprimera 
U c '(t) en fonction de E, R, R', C et t. 

4) On souhaite visualiser sur un oscilloscope la courbe du 1) de U c en fonction de t lors 
de la charge du condensateur ; on choisit comme valeurs R = 10k£2etC = 10 nF. 
L'alimentation stabilisée est remplacée par un générateur basse fréquence (G.B.F.) ; 
l'oscilloscope est placé aux bornes du condensateur. 

4.1) Justifier brièvement pourquoi les valeurs précédentes de R et de C de la question 
2.2 (R = 10 Mfl ; C = 10 pF) ne sont pas satisfaisantes pour visualiser la charge du 
condensateur sur l'oscilloscope. 


4.2) La sortie du G.B.F. et l'entrée de l'oscilloscope sont modélisées ci-dessous. 

Oscilloscope 




Justifier brièvement, compte tenu des limitations d'utilisation des différents appareils 
utilisés, le choix des valeurs de R et C. 


4.3) Quel type de signal (sinusoïdal, triangulaire, carré, ...) faut-il choisir à la sortie du 
G.B.F. pour observer sur l'oscilloscope la charge du condensateur ? 

4.4) Par un calcul rapide, donner un ordre de grandeur de la fréquence à utiliser pour 
observer pratiquement toute la charge du condensateur sur l'oscilloscope. 




















































-74- 


Problèmes 


Corrigé 


O 


. dU c 

1.1) Appliquons la loi des mailles : E-Ri-U c -0 or 1 C ^ 

dU r 1 „ H 


on en déduit 


l'équation différentielle vérifiée par U c (t) : u c ~ RC 


(1) 


La solution générale s'écrit : U c (t)— Ae RC + B. 

B correspond à la solution particulière B = E et A se détermine par les conditions 
initiales : U c (0) = 0 => 0 = A + E => A = -Eeten posant t - RC : 

|u r =E(l-e~)| 


dU r 


1.2) La pente à l'origine correspond à (—^o 1 


or d'après (l):(^)o=^=f car U c (0)=0. 



2.1) U loi des mailles : -Ri-U c =0 conduit de 

dU p 1 » t rv 

même à 

En la résolvant avec U c (0) = E on obtient : 

t 

U c = Ee x 

E t 

En prenant le logarithme : ln(—)= " ; on a bierl une 
droite de pente p = | 


-)— 


y 

\ 

U 


c 

l 

( ~~ 


T/ 
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m 






E 

2.2) On rajoute au tableau la ligne des valeurs de ln(-) : 


t(s) 

5 

10 

15 

20 

30 

45 

60 

90 

120 

150 

U(t) 

9,05 

8,19 

7,41 

6,70 

5,49 

4,07 

3,01 

1,65 

0,91 

0,50 

ln ffp 

c 

0,1 

0,2 

0,3 

0,4 

0,6 

0,9 

1,2 

1,8 

2,4 

3 



On obtient une droite de pente 0,02 ; or la pente est égale à 1/x ; mais le condensateur 
se décharge à travers la résistance R et à travers le voltmètre de résistance R'. Ces deux 

RR* 

résistances sont branchées en parallèle, avec la résistance équivalente R e =-. 

R + R' 

On a donc 0,02 = — = —-— = — on en déduit que flR - R = lOMQll 
t R^C RRC ±==4 


3) On peut remplacer dans le circuit proposé, le générateur E ainsi que les deux 
résistances R et R' par la représentation de Thévenin équivalente : 



B 

fig 1 fig 2 


Sur la figure 2, le modèle de Thévenin, générateur idéal de tension E en série avec une 

P 

résistance R, a été remplacé par le modèle de Norton, générateur de courant idéal — en 


parallèle avec une résistance R. 
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Problètnes 



fig 3 fig 4 

Sur la figure 3, les deux résistances R et R’ en parallèles ont été remplacées par leur 
résistance équivalente ; on obtient donc un modèle de Norton qu’on transforme en 
modèle de Thévenin sur la figure 4. 

Il suffit ensuite de brancher le condensateur C entre A et B et l’on se retrouve dans le 

cas de la question 1.1, en remplaçant E par —^5— et r par _J?R 

R + R' R + R' 


o 


RR’ 

ER' R+R' 

~rTr- 


U C 


D'où : 


U c = 


R' 

R + R' 


E(l-e 


(R+R)t 
" RR'C y 


4.1) Pour bien voir la charge d'un condensateur il faut l'observer pendant un temps de 
l'ordre de 5x ; or si on prend R = 10 Mfl et C = 10 |lF, on aura x-= 100 s ; la charge 
devra être observée pendant environ 500 s, ce qui est un temps beaucoup trop long par 
rapport aux bases de temps des oscilloscopes ; les balayages les plus longs ne sont" que 
de l'ordre de la seconde. 


4.2) La résistance R g du générateur doit être négligeable devant la résistance R, ce qui 
est le cas avec les valeurs numériques proposées. De même l'oscilloscope ne doit pas 
perturber la mesure ; ou voit que R e est très supérieure à R et comme les deux 
résistances R et R,, se trouvent en parallèle, l'oscilloscope ne perturbe pas la mesure. De 
même C et C e se trouvent en parallèle et le condensateur équivalent est C+C c ; mais 
d'après les valeurs numériques C e sera négligeable devant C. 


(0, E) et 


4.3) Il faut choisir un signal carré qui correspond à une succession d'échelon 
d'échelons (E, 0). 



4.4) Pendant une période du signal carré il faut pouvoir observer une charge et une 
décharge ; il faut donc qu'on ait environ T = lOx = 10RC = 3D 3 s. E faut donc un signal 
carré de fréquence 1000 Hz ou moins. 
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Problème n°6 


d'après Ecole de l'Air 

( onnaissances requises : dipôles R et C, circuit RC soumis à un échelon de tension. 

On considère le circuit de la fig. 1 comprenant un interrupteur K, un générateur de 
tension V e (t), une résistance R et un condensateur de capacité C. La tension aux bornes 
du condensateur est désignée par V. 



La tension V c appliquée est un signal rectangulaire de période T. 
V c (t) est représentée sur la fïg.2. 


/N ® 








<- 

-> 



T 


fig 2 


On choisit l'origine des temps telle que V(0) = 0 et telle que la tension soit une foncüon 
croissante du temps pour t = 0. 

On pose x = RC et on donne T=4x 


a ) Déterminer, en fonction de E, la valeur Vj de V à l'instant t = 2x. 

b) Déterminer, en fonction de E, la valeur V 2 de Y à l'instant t = 4x. 

c) Déterminer, en fonction de E, la valeur V 3 de Y à l'instant t = 6x. 

d) Déterminer, en fonction de E, la valeur V 4 de Y à l’instant t = 8x. 

e) Sur un même diagramme, représenter les variations de V e et de V en fonction du 
temps pour 0 < t < 8x. 

Connu enter. 
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Problèmes 


Corrigé 


a) Intervalle 0 < t < - 


On a une courbe de charge du condensateur à travers R. La loi des mailles s'écrit : 

V. - Ri — V = 0 avec i = C — 

6 dt 


d'où 


ÜV + _L V = v, (1) 

dt RC RC 


En remarquant que V e = E et que V(0) = 0, la solution de (1) s’écrit : V = E(l-e T ). 

Et donc pour t = | = 2x ona j V = V, = E(1-e' 2 ) = 0861^ 
b) Intervalle 2x<t<4x 

La loi des mailles s'écrit toujours V- - Ri - V = Oet on retrouve l'équation différentielle 


dV 1 V 

—+-V = —£- avec V = - E et V(2x) = 0,86E 

dt RC RC ‘ 

t 

La solution de l'équation homogène est de la forme : Ae x où A est une constante. 
Une solution particulière est : V = V e = - E. 

La solution générale de l'équation s'écrit donc : V = Ae x - E. 

Or V(2x) = 0,86E d'où 0,86E = Ae -2 - E =>A = 13,74E et V = E(13,74e" x -1). 


En remplaçant t par 4x, on en déduit : 


V = V 2 = E(13,74e" 4 -1) = -0,75E 


c) Intervalle : 4 t < t < 6x 

dV 1 V 

L'équation différentielle est toujours — +—V = —s- avec comme condition initiale 

dt RC RC 

V(4t) = V 2 = - 0,75E et V c = E. 

La solution de 1* équation s'écrit :Y =Ae X 4E ; A est une constante. 

Or pour t = 4x, Y =—0,75E = Ae" 4 +E => A= -95,5E et y = E(I—95,5e~*). 
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Doit ù l'instant t = 6t, | V = V 3 = E(l- 95^6"^) =0,763E |j 

(I) Intervalle : 6x < t <8t 

L'équation différentielle est toujours — +—y = i 

dt RC RC 

avec comme condition initiale V(6x) = V 3 = 0,763E et dans cet intervalle V e =- E. 

t 

Lu solution de 1 équation s écrit : V = Ae T — E ; A est une constante. 

Or pour t = 6x, V = 0.763E = Ae" 6 -E ; on en tire A = 711E et donc V = E(711e~ x -1) 
D’où à l'instant t = 8x, I V = V 4 


: E(71 le" 8 -1) = -0,761E | 


e) Le graphique suivant représente les variations de V c et de V pour 0 < t < 8x : 



On constate que V(t) devient rapidement symétrique par rapport à 0. 
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Problèmes 


Problème r°7 


d'après Mines d'Alès 

Connaissances requises : dipôles R, L, C ; circuit soumis à un échelon de tension ; 
résolution de l’équation différentielle du 2 cme ordre. 

On considère le circuit suivant, constitué d'une source idéale de tension E, de deux 
résistors de résistance R et r, d'un condensateur de capacité C et d'une bobine 
d’inductance L. Au départ le condensateur C n'est pas chargé et tous les courants sont 
nuis. On ferme l'interrupteur K à l'instant t = 0. 


/V 

r u 


a) Déterminer u,i, ,i 2 ,i 3 aux deux instants suivants : 

- juste après la fermeture de l'interrupteur. 

- lorsque le régime permanent est établi. 


i R 



b) Etablir l’équation différentielle vérifiée par i 3 . 


On posera pour la suite 



et A, = ( R + r ) / ( 2RrC ) 


c) Quelle relation doit-il exister entre R, r, C et L pour que la solution de l'équation 
différentielle corresponde à un régime pseudo-périodique ? 

Pour la suite, on prendra : R = 2,5 kO ; r = 1,25 kO ; C = 1,0 pF ; L = 20 mH. 

d) Calculer numériquement la pulsation propre City , la période propre Tq , ainsi que A,. 
Que caractérise X ? 


e) Définir et calculer la pseudo-pulsation û) et la pseudo-période T. Compte tenu de la 
précision des données, que peut-on dire des valeurs numériques de cq, et de Cû ? 


f) Déterminer en fonction du temps, l'expression complète de i 3 . 


g) Définir le décrément logarithmique et calculer sa valeur. 

h) Calculer le temps nécessaire pour que le régime permanent soit pratiquement établi 
dans le circuit. 

On admettra qne c'est le cas à partir du moment où Tamplitude de i 3 est toujours 
inférieure au millième de sa valeur maximale. 
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Corrigé 


il) Juste après la fermeture de l'interrupteur, la bobine se comporte comme une 
résistance infinie et donc i, = 0 ; le condensateur se comporte comme un court-circuit et 
donc u =0 

A . E 
i, = Oet u = — . 

5 3 R 

En régime permanent, les tensions et les courants doivent être constants ; or i, = C— • 

dt ’ 

comme u est constant, on en déduit que i 2 = 0. Les courants sont constants en régime 

di F 

permanent et donc u = L— 1 = 0 ; on en déduit que ri, = 0 et donc i, = 0 et i, = — 

Ht ^ 5 i D • 



u 


1 2 

S 

t = 0 + 

0 

0 

E/R 

0 

t -> infini 

0 

E/R 

0 

0 


b) La loi des noeuds s'écrit : i = i. +L +i, => — = -^1- +m 
123 dt dt dt dt ; 


Or 


E - u = Ri et u = ri, => 


di 


r di. 


i 

u = L— L 
dt 


di, u r . 

=> — L =—= —i, 

dt LL 3 


dt R dt 


n du . di 2 d i, 

i,=C— et u = n, => —- = rC— f- 

dt 3 dt dt 2 


I .'équation (1) s'écrit alors : +(— -i——i, = 0 


dt 2 rC RC dt LC 


et en utilisant les notations de l'énoncé : 


ÿ + 2 ^ + O)5i 3 =0 


c) On a un régime pseudo-périodique si le discriminant de l'équation caractéristique est 
négatif ; il faut donc que X < et donc 


R + r 1 

2rRC VLC 


| j* 

En prenant les valeurs numériques :-= 600 et —== = 7071 ; on voit donc qu'on 

2rRC V LC 

est en régime pseudo-périodique. 


d) La pulsation propre : 


co 0 =- ^= .- = 7071 rais' 1 D 












































-82- 


Problèmes 


La période propre : To 


— = 8,88.]0" 4 s 


X - 600 s 1 caractérise l'amortissement des oscillations. 


e) Si A est le discriminant de l'équation caractéristique, la pseudo-pulsation co est définie 
par co=—-— soit (o = ^Jcùl —A 2 ; on en déduit ftoû = 7045 rad.s~*| 


La pseudo-période : 


— = 8,92.10- 4 s 

Cû 


Puisque les données sont fournies avec deux chiffres significatifs, on peut confondre les 
valeurs numériques de (û et de o^. 

f) La solution de 1 équation différentielle du second ordre, sans second membre, avec un 
discriminant négatif s'écrit : i 3 (t)= e’ x, (A cos(cot)+B sin(cot)) avec X = 600. 

A et B sont des constantes à déterminer avec les conditions initiales. 

En t = 0 : i 3 = 0 ; et donc A = 0. 

Parailleurs, d'après b):i 2 =C— or u = ri. d’où i, =Cr^- et = 

dt dt dt rC ’ 

or à l'instant initial i 2 =^ et donc (-^).= — soit Bcû = — et B = --- 
R dt rRC rRC rRCco 

Avec les données numériques : B = 4,54.10- 3 E. 


La solution s'écrit donc : | i 3 = 4,54.10 5 E e -600 * sin(7045t) | 

g) Le décrément logarithmique est donné par = LT = 0,535 j 

h) La fonction i 3 (t) part de zéro à 1 instant t = 0 et redevient nulle en régime permanent. 
Elle passe par un maximum pour ^- = 0 ; et donc en dérivant : 


0 = -600e' 6001 sin(7045t)-f-7045e -600 ' cos(7045t) 


La première solution est donnée par : tan(7045t)= 


7045 

600 


>t = 2,1.10 4 s. 


le premier maximum de i 3 est alors : i 3nix =4,54.10^ e"® 01 sin(7045t)= 4.1(T 3 E 

L amplitude de i 3 doit être inférieure au millième de sa valeur maximale, atteinte i 
premier maximum. 

1 faut donc que 4,54.10‘ 5 E e' 6001 ' 4 ' 10 E 


Et donc f t ) 11,7 ms j 
sa valeur maximale. 


1000 

pour que l'amplitude de L soit toujours inférieure au millième de 
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Problème n°8 


d'après DEUG 


Connaissances requises : circuit RC soumis à un échelon de tension ; représentation de 
Thé venin et de Norton. 

On se propose de mesurer la résistance R, très élevée, d'un conducteur ohmique, en 
exploitant le phénomène d'oscillations de relaxation d'une lampe au néon. 

Le montage : On considère le montage de la 
figure ci-contre, comportant une source idéale 
de tension E, un interrupteur K, un résistor de 
résistance R, un condensateur de capacité C et 
une petite lampe au néon, notée L. 


La lampe au néon se comporte comme un résistor de résistance R L quand elle est 
allumée et comme une résistance infinie quand elle est éteinte. 

La tension à ses bornes est u ; lorsque u croît, à partir de zéro, la lampe est éteinte ; 
lorsque u atteint la valeur U, = 100 V , la lampe s'allume ; ensuite si on diminue u à 
partir de Uj la lampe reste allumée et s'éteint lorsque u atteint la valeur U 0 = 80 V . Uj 
est la tension d'amorçage et U 0 la tension d’extinction. 

Observations : Le condensateur est déchargé. A t = 0 , on ferme l'interrupteur. La 
lampe se met à clignoter avec une fréquence f ; on note T, l'intervalle de temps entre 
deux éclairs. 



1 ) Sans faire de calculs, en quelques lignes, expliquer le phénomène observé. 


2) Soit t!, l'instant du premier allumage de la lampe. 

Déterminer l'expression de u(t) pour 0 < t < t t . 

Déterminer littéralement, l'expression de t,, en fonction de R, C, Uj et E. 


3) Soit t 2 , l'instant de la première extinction. 


Dans la suite de l'exercice on posera : 


X = 


1 



Déterminer l'expression de u(t) pour t x < t < t 2 . 

Déterminer littéralement, l'expression de t 2 , en fonction de R, C, E, U 0 , 


U, 


et X. 


4) Soit t 3 , l'instant du second allumage. 

Déterminer l'expression de u(t) pour t^ < t < t 3 . 

Déterminer l'expression de t 3 en fonction de R, C, E, U 0 , U, et X. 

5) Période des oscillations. 

Tracer l'allure de la courbe de u(t) pour 0 < t < t 3 . 

Que se passera-t-il ensuite pour t > t 3 ? 

Donner la période T des éclairs en fonction de R, C, E, U 0 , Uj et X. 

6) Mesure de la résistance. 
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Problèmes 


On donne : fréquence des éclairs f = 40 éclairs.nnin ^ ; C - 0.2 |rF , E 130 V , 
U o =80V ; U, = 100V. 

Calculer la valeur de la résistance R. On rappelle que R est très grande devant R L . 


Corrigé 


1) Le condensateur se charge à travers la résistance R, jusqu à ce que la tension u à ses 
bornes atteigne la valeur U, ; la lampe néon s'allume alors et devient conductrice ce qui 
fait diminuer u jusqu’à la valeur U 0 ; la lampe s'éteint alors et n’est plus conductrice ; le 
condensateur se charge de nouveau jusqu'à U! ; la lampe s'allume ...etc... 


2) Intervalle : 0< t(t, 


Le condensateur n'est pas chargé ; la lampe n'est pas 
conductrice ; on a donc un simple circuit de charge d un 
condensateur C à travers une résistance R. En appliquant la 

du 

loi des mailles, on a l'équation : E - Ri - u = 0 ; or î — C — ; 

d’où l'équation différentielle du premier ordre : 

du 1 E 
d7 + RC U_ RC 

t 

La solution générale de l'équation homogène est : Ae RC où A est une constante. 

Une solution particulière de l'équation complète est : u = E. 

La solution générale de l'équation différentielle s’écrit donc : u = Ae RC 4- E. 

Or u(0) = 0 ; on en déduit que A = -E et donc : u(t)= E(1 - e RC ). 

_|j_ 

A l'instant t = t,, lors du premier allumage de la lampe néon, u = U,= E(1 - e RC ) ; on en 


R 



tire que 


t. =-RCln(l-^ t ) 
E 


3) Intervalle : t, < t ( t 2 . La lampe est allumée et le circuit peut se représenter : 



fig.1 
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I n |ii<« (‘ilmil comme dans le problème n°5, question 3) et en passant par la 
„• intonation (le Thévenin et de Norton, nous pouvons remplacer le montage, par le 
moulage Htiivunt : 

--- ^ i a 


© £ 






RR, 


fig-2 


FR 

AvecR^^XRetE^^XE. 

• . du 1 E u 
Ou peut écrire l’équation différentielle : — + —— u - 

1 .n solution générale s'écrit : u(t) = Ae ^ + E^. 

On détennine A avec la condition : u(tj)=U r D'où A =(U, -E^je^ et la solution 
s'écrit : u(t)=(U, - E-Je R ™ c + E^ ou en remplaçant : u(t)=(U, - EX)e XRC + XE 


A l'instant t = t 2 , on aura u = U 0 (première extinction) ; U 0 -(U, EX)e XRC + XE 
On en tire : t 2 -1, = —XRCln(- 


^ U n - ÎŒ. soit | t 2 = -ARCln^-^)-RCln(l-^) 


V U,-XE 


4) Intervalle : t 2 ( t ( t 3 


A l’instant t"= t 2 la lampe vient de s'éteindre et on a u - U 0 . 
Le circuit est de nouveau équivalent à : 

. .. du 1 E 
L'équation différentielle est ; —u “ ^ 


* 




A 


et la solution s’écrit : u = Ae RC + E ; or u(t 2 )- U 0 ; 

( i l ~ - 2 

on en tire que A =(U 0 - E)e RC et donc : u =(U 0 - E)e RC +E 

A l’instant t = t 3 on aura u = U! et la lampe s'allume de nouveau (second allumage). On 
aura donc : U, =(U 0 - E)e^ LE et t 3 = t 2 - RCln(-^|) soit en remplaçant t 2 par 


son expression : 
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Problèmes 


5) Allure de la courbe de u(t). 



A partir de t 3 le phénomène va se répéter avec la période T = t 3 -1, ; la tension aux 
bornes de la lampe va osciller entre U! et U 0 . 


La période des éclairs est : 


T = t,-t, =-XRCln (^ g— ) -RCln ( U| E ) 
3 1 U,-LE U.-E 


6) On rappelle que R est beaucoup plus grande que R L et donc X =-— tend vers 0. 

1 + - R - 
Rl 

U -E 

L'expression de la période s'écrit alors : T = -RCln(— ! -) ; la durée pendant laquelle 


la lampe est éteinte est donc beaucoup plus grande que celle pendant laquelle elle est 
allumée. 


On en tire que R = - 


CiÆi 


; or la fréquence est de 40 éclairs par minute, soit 


U n - E 


— éclairs par seconde et la période T sera égale à — = 1,5 s. 
60 ^ V B 40 


E == 

= 1,46,10 Q 

Cette méthode permet de mesurer les grandes résistances. 
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Problème n°9 


d'après ENS AM 

Connaissances requises : circuit RLC série soumis à un échelon de tension. 

On considère le montage ci-dessous. L est l'inductance d’une bobine parfaite, C est la 
capacité d'un condensateur, R est la résistance totale du circuit, K est un interrupteur et 
E, un générateur parfait de tension continue. 


(1) K 


D— 


i(t) 


O 


( 2 > 


/K 


v(t) 


q(t) 

~c 


On appelle : 

q(t), la charge du condensateur à l’instant t. 

i(t), l'intensité dans le circuit à l'instant t. 

v(t), la tension aux bornes du condensateur à l'instant t. 


1 ) En tenant compte des conventions indiquées sur le schéma, écrire les relations entre 
q(t) et v(t), entre q(t) et i(t) et entre i(t) et v(t). 


2) Le condensateur est initialement déchargé. A l'instant t = 0, on met l'interrupteur K en 
position (1). 


2.1) Etablir l'équation différentielle à laquelle satisfait v(t) en fonction de E, Cûb et m 

2 1 R 

avec co: =—et m =-. 

0 LC 2Lco 0 

2.2) Sans résoudre l'équation différentielle, indiquer selon les valeurs de m, les 
différents régimes possibles pour v(t). 


2.3) Exprimer la résistance critique, R c , en fonction de L et C. 

2.4) A.N. : R = 100 H ; L = 40 mH ; C = 1 pF ; E = 10 V. 

Calculer <% m et R c . 

Dessiner l'allure de la variation de v(t) en fonction de t. 

Dans la suite du problème, on gardera les valeurs numériques ci-dessus. 

3) Lorsque le régime transitoire a disparu, on met l'interrupteur en position (2) et on 
prend cet instant comme nouvelle origine des temps. 

3.1) Ecrire l'équation différentielle à laquelle satisfait v(t). 
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Problèmes 


3.2) Résoudre cette équation et déterminer entièrement l’expression de v(t). 
Dessiner l'allure de la variation de v(t) en fonction de t. 

3.3) Déterminer numériquement le décrément logarithmique. 


Corrigé 


1) On a q(t)= Cv(t) ;i = -^ ; i(t)=C^f 
dt dt 

2.1) La loi des mailles : E-Ri-L—-v = 0 ; et en utilisant les relations précédentes, 


dv d 2 v 

obtient : E-RC—-LC- 


dt 


dt 2 


= 0 soit 


d v R dv v 

dt 2 Ld7 + LC 


par les notations de l'énoncé : 


d 2 v dv 2 2 »-’ 

dt r+2 " 1<0 0 dT + “° V = “» E 


et en remplaçant 


2.2) Le discriminant de l’équation caractéristique est : A = 4m 2 û)J -4 cûq = 4cüo(m 2 -1). 


SiA<0 1 alors on a un régime pseudo-périodique ; le condensateur va se 

charger sous la tension E en effectuant des oscillations amorties. 

Si À = 0 => m = 1 ; on est au régime critique ; le condensateur atteint la tension E, le 
plus rapidement possible sans oscillations. 

Si A > 0 m > 1 ; on est en régime apériodique ; le condensateur atteint la tension E 
sans oscillations. 


2.3) La résistance critique correspond à la valeur de R pour laquelle on est au régime 
critique, soit m = 1 et donc 



2.4) <o 0 = 


1 

Æc 


=5000 rad.s' 1 ; m= 


-J— = 0,25 ; R c = 2J- =400 £2. 
2Ltû 0 K C 


On voit que m < 1 et on est donc en régime pseudo-périodique. L'allure de la courbe de 
v(t) se trouve à la page suivante ; elle a été tracé pour E = 10 Y. La tension v part de 0 à 

l'instant initial, avec une pente nulle car i(t)= C—; or au départ le courant est nul par 

= 0. La tension v(t) monte ensuite, en oscillant, 
o 

pour atteindre la valeur finale E.E s’agit de la charge oscillante du condensateur. 


continuité dans la bobine, donc 


s 
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m 

m 

m 

PM 

PM 

IM 

IM 

IM 

IM 

PM 

PM 



3.1) Dans l’équation du 2.1) on remplace E par 0 soit 



3.2) Le discriminant de l'équation caractéristique est : A = 4cù 2 (m 2 -1) et les racines de 
-2mo) 0 ±^4o)p(m 2 -1) _— 


l’équation s'écrivent : r,, r 2 


- = -mco 0 + c» 0 Vm 2 -1 


En remplaçant par les valeurs numériques : r, , r, = -1250 ± 484li avec i 2 = ~\ 

U solution s'écrit alors : v(t) = Ae'' 250 'cos(4841t+ (p) avec A et tp des constantes à 
déterminer avec les conditions initiales ; 4841 représente la pseudo-pulsation to. 

En t = 0 on a v = E et donc E = Acos(<p)=10. 

On a également, par continuité, i(0) = 0 soit f-^-j =0 puisque i = C—. 

Soit : -1250cos(q»-4841sm(<p) = 0 d'où tan(ip) = -0*258 et m = -0 25 rad 

On en déduit: A= 10,32 

La solution s'écrit : v(t) = 10,32e' I250t cos(4841t - 0,25) 

3.3) Soit t, un instant où v(t) est maximum : v(t,) = 10,32e~ 125Ot ' cos(4841t, -0,25) 
v(t) sera de nouveau maximum en t,+T : v(t, +T) = 10,32e-' 250tl '* T > cos(4841t' -0,25) 
maisT est la pseudo-période et donc cos(4841t, -0,25) = cos(4841(t, + T)-0,25) 



Le décrément logarithmique est 





































Circuits en régime sinusoïdal forcé 


Rappels : 

— Les grandeurs soulignées sont des grandeurs complexes. 

_ La formule u = Z \ indique que la phase (p de u(t) par rapport à i(t) vaut 
arg Z. Les expressions sont alors au choix : 

u = U m coscot i = I m cos(co( - cp) 

ou u = U m cos(cùt+(p) i = I m costot 




Exercice 1 



V(t) x V(t) 


En utilisant successivement les impédances complexes et la méthode de Fresnel, 
calculer les impédances Z des deux dipôles et préciser dans chaque cas la phase de 
l'intensité i par rapport à la tension V(t) = V m cosûùt. En déduire les expressions littérales 
des intensités i(t). 


Impédances complexes 
a) Circuit RC 

L'impédance vaut : Z = R + ^ => Z = et tan ‘P = 


L'expression de i(t) est donc : 

t\ — 

v 

HD — 

R J +— 


> 

cW 


b) Circuit RL 

l ^ Lcû 

L'impédance vaut Z =R-t- jLco => Z = V R -bL'û) et tancp = ——. 


L'expression de i(t) est donc : 
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Méthode de Fresnel 


a) Circuit RC 


Rljn 

phase de i 
\ 


7 


UC(û 

V n.\^ 



D'où les résultats : 


Z=^-= R* -t—L- tantp=-L_ ti (t) = 

I„ V C'a RCto 


rCOS(û)t-(p) 


r 2 + - 


C cû 


b) Circuit RL 


D’où les résultats : 
Z = -^ = 



^cos(cot-cp) 


Remarque 

Il est important de bien connaître la technique des constructions de Fresnel. Si en 
général l'utilisation des complexes permet des calculs plus rapides, dans certains cas 
seule la méthode de Fresnel permet d'obtenir rapidement le résultat. De plus, beaucoup 
de phénomènes sont physiquement plus compréhensibles en utilisant cette méthode 
graphique. 


Exercice 2 

Calculer l'impédance Z de ce montage. Que se passe-t-il si on l’alimente avec une 

tension de pulsation co 0 = L= ? 

VLC 


Pn 
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Exercices 


1 1 1 - LCû) 

Nous avons : — = jCco +-=--- 

Z jLco jLû) 


fi Z = T 


Lco 


1 -LCcû 


Si co — û) n = - 


1 


°"Æc 

toute tension appliquée au dipôle. 


, alors l’impédance Z tend vers l'infini et le courant sera nul pour 


Remarque _ , . 

Un tel montage est appelé "circuit bouchon". En fait, le courant tourne en rond dans L 

et C car les impédances sont opposées (Z L =-Zc puisque jLco- Si 0,1 a PP llc l lie 

une tension efficace U au bornes du dipôle, nous avons alors le phénomène suivant : 


i(t) 




intensité efficace de i(t) : 1 = 0 




intensité efficace de i(t) : l- 


l = C(dU~- 


Lû) 


u (t) . 

Notons que le dipôle ne consomme aucune énergie car i=0. Ceci est logique puisque ni 

C, ni L, n'en consomment. 


Exercice 3 

Un condensateur de capacité C = 20 pF est placé en dérivation sur une self de résistance 
r = 10 Q et d'auto-inductance L = 0,3 H. On applique entre ses bornes une tension 
alternative de fréquence 50 Hz et de valeur efficace U = 100 V. 


U(t) 



L, r 


1) Calculer directement l’intensité efficace I traversant le dipôle. 

2) Retrouver ce résultat en analysant les intensités i l et i 2 parcourant chaque branche du 
dipôle. 


U 1 L (1-LCcü 2 H jrC© 

l)No US a TO r» S :l = -avec- = jC0)+-^-^- jLo) + , 
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Elm tf h //<* 



( )n ni lirr : 


r lv-h 1 ' 

y (I LCco 1 ) 1 -t-r’CW 


AN)Z = 230U 



D'où : 


’ ) Dans les différentes branches du circuit, nous avons : 
Dons lu branche de la bobine : 

U , _ . L(û 


1 , = 


r = 1,06 A tan (p = - 


(p = 83,9° 


v L 2 © 2 + r 2 
Dans la branche du condensateur : 

I 2 = C(ûU = 0,63 A tan<p = -<» => (p = -90° 

I u construction de Fresnel des intensités est alors : 



La construction de 1 permet de calculer sa valeur : 


|l = V (I,cos83,9) a +(1,511183,9-13)* =0,44 A 


Exercice 4 

On considère le circuit ci-contre qui est alimenté par une tension de pulsation œ. 
Calculer la valeur de Z pour que Zab ~ 2- 

L 



m 

m 

IM 


L'admittance A du montage vaut : A = jCco + - 


-— -. Si on veut que A = —, 

Z Z 


jLco +-— 

J 1 -t-jCœZ 


il faut donc résoudre l'équation : — = jC(D + 


jLû) + 


1 -t- jCœZ 
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Exercices 


Les calculs aboutissent à jC©Z 2 (2 - LC(û J ) = jLco d'où l'on tire : 


/c (2 


V C(2—LCcû 2 ) 


Remarque 

Dans le cas LC CD 2 = 2, l'impédance Z est infinie et par suite Z AB aussi. On peut vérifier 
la validité de ce résultat en constatant que le circuit est alors : 

L 

A -1— r McP-: 

C _L c _L 


X _J 


Ce circuit bouchonne pour jLco +—— =-— (Z, = 

jCüi jCco 1 

Cela correspond bien à la condition LC(û 2 = 2. 


-Z 2 : voir remarque exercice 2). 


Exercice 5 

On réalise le montage suivant avec R = 100 O et C = 10 jiF. Les contacts 1 et 2 
correspondent au branchement d’un oscillographe bicourbe. 




O 


uct) 


F 


Pour une fréquence de 180 Hz , on constate que les signaux observés à l'oscillographe 
sont en phase. Quelle est la valeur de L ? 


Le fait que les signaux 1 et 2 soient en phase signifie que la phase entre l’intensité et la 
tension est nulle. L'impédance Z du circuit est donc réelle. 

Z= (R + r)H- jLco+—g— = R+r+Mz^ 2 ) ^^ 

1-t-jRCo) 1+jRCco 

D rr . x 1, „ R(l—LC cù 2 ) + jLcû . . 

Pour que Z soit réelle, il faut que -le soit, donc que les arguments 

1 ■+ jRCcû 4 6 

du numérateur et du dénominateur soient identiques. On doit ainsi avoir : 

Lcû 

- - = RC© 


On en tire facilement : 


FO-LCcü 2 ) 


R Z C 


1-t R 2 C 2 cû 2 


AN ) L = 44 mH 
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Exercice 6 

l^e montage suivant, alimenté par une tension sinusoïdale, est appelé montage 
déphaseur. Justifier ce nom en étudiant la tension V(t) entre les points A et B. 


r&- 


A 




V(D L 
— j 


o 


U(t) 


I .es potentiels en A et B sont facilement calculables en utilisant la technique du pont 
diviseur de tension. 


1 

jC© 


R + 


1 ~ 
jCœ 


U => V A = - 


1 


1 + jRCco " 


y B =r^-U => V„=M 

2jL© — ~ B 2 


On en tire : 


soit : 


y=y A -v B =^( 


2 1 + jRCû) 


-1)U 


2 i-jRQû u 

2 l + jRC© — 


1 - jRCco 


Le complexe jRQ© eSt ^ raodule à 1 el d'argument cp = -2tan 1 (RC©). Il en 

résulte que l'amplitude de V(t) vaut V m = — U m pour toute valeur de R et que, à © fixée, 
la phase tp de V(t) par rapport à U(t) est ajustable en modifiant la valeur de R . 

Ce montage correspond donc bien à un montage déphaseur. 


Exercice 7 

EDF fournit une tension de valeur efficace U = 220 V à la fréquence de 50 Hz. Un 
particulier utilise chez lui un moteur de puissance P = 1 kW, de type inductif et de 
facteur de puissance cos (p = 0,6. 

1) Calculer l’intensité efficace I du courant fourni par EDF . 

2) On cherche à minimiser la valeur de I tout en gardant le bon fonctionnement du 
moteur. Pour cela on dispose d'un lot de résistors, de bobines et de condensateurs de 
différentes valeurs. 

a) Quel montage doit-on réaliser avec le moteur ? Préciser la nature du dipôle utilisé, la 
valeur de 1 intensité minimale et donner le facteur de puissance du montage global 

b) Quel est l'intérêt pour EDF de minimiser ainsi I ? 
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Exercices 


1 ) La puissance consommée par le moteur est telle que : P = U I costp. D’où : 


AN) 1 = 7,6 A 


2) A priori, on peut imaginer un montage du type : 




Dipôles 1,2: montage (R, L. C) 
M : moteur 


Si l’on ne veut pas perturber le fonctionnement du moteur, il ne faut rien mettre en série 
avec lui car sinon la tension efficace à ses bornes ne serait pas égale à 220 V. Le seul 
type de montage à utiliser est donc du type : 


KO 



Le moteur étant du type inductif, la phase tp de U(t) par rapport à i 2 (t) est positive et 

costp - 0,6 donne <p = 53,1°. La construction de Fresnel des intensités i = i. +i, donne 
selon la nature du dipôle R ou L ou C : 



La construction montre qu’il faut utiliser un condensateur pour diminuer l’intensité I. 
L intensité minimale sera obtenue pour la construction suivante : 
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Pour cela, il faut une capacité telle que : I, = I c = CtoU = I 2 sin|<p|. On en tire : 


1 2 sin (p 
Uœ 


AN) C = 88jiF 


Nous aurons alors | I = I 2 costp = 4,6 A | 


et un facteur de puissance 


b) Pour EDF, le fait de minimiser I est très important car les pertes en ligne (pertes par 
effet Joule dans les lignes d’alimentation) sont proportionnelles à I 2 . Ici par exemple, on 

peut voir que le fait de monter en dérivation un condensateur de 88 |±F permettrait à 
EDF de diminuer ces pertes d'un facteur 2,7. 

Remarque 

EDF taxe tout dispositif industriel présentant un facteur de puissance inférieur à 0,8. 
Comme la plupart des moteurs utilisent des bobinages et sont donc du type inductif les 
entreprises branchent des condensateurs en parallèle avec les machines de manière à 
obtenir un facteur de puissance correct au niveau du branchement EDF. 


Exercice 8 

On considère le dipôle suivant alimenté par une tension sinusoïdale de tension efficace 
10 volts. 


/K 

u(t) 


—<z> 




Pour la pulsation - 1050 rad.s -1 , l’ampèremètre A indique une intensité de 100 mA, 
et ceci quelle que soit la valeur de R. Quelles sont les valeurs de L et C ? 
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Exercices 


Lampèremètre indiquant l'intensité efficace, on a donc I =100 mA pour toute valeur de 
R à © = (o 0 = 1050rad.s~\ 

L’impédance du montage est : 

Z _ * | jLtoR 

~ jCtü R+jLto 


lutôt que de calculer le module de Z et d’exploiter le fait que celui-ci est indépendant 
de R à la pulsation tty (les calculs seront visiblement très lourds), il vaut mieux exploiter 
cette indépendance dans des cas simples donnant des résultats rapides. 


- Pour R - 0, on obtient Z - —— =—. On en tire la valeur de C : 


c -v- 9 - s2ijï 


— Pour R infinie, on obtient Z = 
suite : 


Lû) n — 


Cco n 


Ceo, 


1 2 

. On en tire Lco 0 =-et par 


Ccù 0 


E 


L=— T = 192mH 
CcûJ 


Vérifions maintenant que sous ces conditions nous avons bien Z indépendant de R. 

Posons pour cela X = —— — ——Nous obtenons alors pour Z : 

UB 0 2 

Z = -jX + -- ^ XR =-jX(l- ~ R )- ix R_ 2 J X 

R + 2jX 1 R + 2jX > jX R + 2 jX 

D'où : 

Z = X-— VR I 

C(û„ 


Remarques 

1) On pourrait intuitivement penser que puisque I est constant, la puissance consommée 
par le dipôle est constante pour toute valeur de Râla pulsation cûq . 

En fait, il n'en est nen car la phase (pde upar rapport à i varie avec R selon la formule 
_ it 9 2X 

<p- 2 2 tan —. Ainsi, la puissance consommée P~Ulcos(p varie avec R.. La 


formule de <p montre que cette puissance sera nulle pour R=0 où R infinie, et sera 
maximale pour R - 2X. Seule la résistance consommant de l'énergie, cela signifie que R 
est ^traversée par une intensité V non nulle telle que P = RI" 2 = UIcosç. Ainsi , pour 

(ù-cûq, si l'on fait varier R, les grandeurs J', Ç)et P varient mais . 1 reste fixe. 

2) La méthode de résolution de cet exercice est importante. Dans le cas où une 
propriété est valable pour tout paramètre physique x, il est souvent intéressant d'étudier 
des cas particuliers de x pour obtenir des conditions nécessaires. Il suffit ensuite de 
vérifier que ces conditions sont aussi suffisantes. 
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I uwlcv ( > 

. tu i.Ii'ic un montage RLC monté en dérivation et alimenté par une tension 

felntu.Inlr ri'junplitudc U in et de pulsation co. 


U(t) 


t~] 

) R 

l y 

% C 

/K 

J 





ü(t) 


Vins .•aïeul, tracer l’allure des courbes !„,(©) et U’ m (û)) où ^ et U’ m désignent les 
iinipliliidrR des signaux i(t) et U’(t). 


I impéduncc du circuit est : 

Z=r + - 


1 


1 1 

-1-h jCù) 

R jLco 


= r + - 


1 +jR(C©-—) 
Lto 


I)ci) -+0 

Nous avons Z = r. Cela est dû au fait que la bobine se comporte comme un fil 
(Z, L(0 * 0). 11 en résulte que : 



2) (u 

Nous avons h nouveau Z = r. C’est maintenant le condensateur qui court-circuite le 

montage RLC (Z. = —— = 0). On en tire : 

Cto 


b| 

d| 

II 

E 

U' ra = 0 

r 



3 ) 0 ) 


1 



Nous avons Z = r + R. Le montage LC "bouchonne” et le circuit se comporte comme un 
si mplc circuit série r + R. D’où : 


. U, 

r-f R 


U* =-U (diviseurde tension) fl 

r-f R 


-~1 

r de tension) | 


les allures des courbes I m (co) et U' m (co) sont les suivantes : 
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Exercices 


) 



Il faut tout d'abord déterminer quels sont les signaux observés à l'oscilloscope. Notons 
Uj et U 2 les amplitudes maximales des signaux 1 et 2 correspondant aux branchements 
du montage. 

_Le signal de la voie 1 correspond à la tension du générateur d'où U, = U. 

_ Le signal de la voie 2 correspond à la tensio n aux bornes du résisto r d’où 

U 2 = Ri =“ u - L'impédance Z du circuit étant Z = J(R + r) 2 +(L(0-—) 2 , nous 

avons donc : 

U,=U U 2 = R ■ — U 

i ( R«) a +(u »-—> 2 

L'expression de U 2 montre que U 2 < L 2 donc la courbe d'amplitude 4 V correspond à 
Uj(t) et la courbe d'amplitude 2V à U 2 (t). 

L'analyse des courbes de l'oscillographe permet d'obtenir les résultats suivants : 



— G) = —— avec r = 0,8ms d'où o> = 7850rad.s 
T 
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11,(1), donc U(t), est en avance sur U 2 (t), 

. lit n , it 
h lit i iin <p (uAt .0,1 ~ . 

0,8 4 

( )n < i» déduit les relations : 


(R + r ) 2 +(L(o--i -) 2 
Cto 


= 2 (1) 


donc sur l'intensité i(t), avec une phase tp 


L(0- 

tuncp =-ÊSUl 

R + r 


( 2 ) 


I : 11 H a t Ion (2) donnant La) - — = R + r, la relation ( 1 ) permet d’aboutir à : 
Cû) 

|r = R(V2-l) = 2in[ 

I se calcule alors par : 



Exercice 11 



/K 

U 


I r condensateur étant déchargé, on abaisse l'interrupteur à t = 0. 

I ) En utilisant les analogies transitoire-altematif, trouver l'équation différentielle à 
laquelle obéit U(t). 

2) On reprend l'expérience en remplaçant le générateur E par un condensateur de 
capacité C chargé sous une tension U 0 . Trouver la nouvelle équation différentielle à 
laquelle obéit U(t). 


1 ) En alternatif, nous aurions le montage suivant : 


i R 


iî( 
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lixrrclces 


Avec les notations complexes les relations liant e, i et 11 sont : 


On en tire : 


i = Au = (— + jCco)u et e = R| + u 
R 


e= 2u 4 jRCœu (1) 


L'analogie jco —> —— permet d'obtenir l'équation en régime transitoire E = 2U + RC— 
dt dt 

soit : 



2) Si on remplace le générateur e par un condensateur de tension if, nous aurons 

- = = — (“ 7 TTT—H l)u. L'équation 1 devient : 

jCco jRCcu 


Soit : 


\ + l)u =2u + jRCcou 

j R Ccd — j 


jRCco 


u + 3u + jRCco u = 0 


Les analogies jco ~ et — -> fdt donnent alors : 
dt jco J 


— fudt + 3u+ RC —= 0 
RC j dt 


En dérivant cette expression, on obtient l'équation différentielle : 


1 .du ^ d 2 u 
u -f 3— + RC—— = 0 


Soit : 


RC 


dt 


dt 


d 2 u 3 du 1 
dt 2 + RCdt + R 2 C 2U ~° 


Remarques 

1) Les analogies utilisées viennent de la notation complexe des grandeurs électriques 

i(t) et u(t). En complexe, le fait de poser i_ = l m e ivt implique que ^ = j(ùi et 

dt 

Ainsi, si en alternatif on obtient une expression du type jaK 


jidt = —T m e Ja =—i. 


jv 


JCÛ 


ou • cela <l“e physiquement ces termes correspondent respectivement à 

dX 


OA r 

—et IM 
dt J 


2) Tout exercice de transitoire peut être résolu en étudiant le montage en alternatif et en 
basculant en transitoire avec les analogies jû) -^-et -> fdt. Cela permet parfois 


d’éviter de lourds calculs. 


KM 







I mtHit 12 


ENAC 

R 


3 - 


< 


' mu V„ V, ,V, les tensions efficaces et <{> le déphasage entre i et v 3 . Déterminer 
I IVqMi niuii de cos(J) en fonction de V,,V 2 et V 3 . 


I n umstinotion de Eresnel des tensions du montage est : 




p our que les dipôles soient équivalents, ü faut qu’ils aient même impédance à la 
pulsation œ. Nous devons donc avoir : 

~ D . T jL'oûR' 

Z= R + jLcd = —- 

R’+jL’co 

En développant l'expression précédente, on obtient : 


(RR - LLWj+jCRL’co h-R'Lcd - R’L'œ) = 0 
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Exercices 


Les parties imaginaire et réelle devant être milles, on trouve : 


L 2 cû 2 -+ R 2 
Ltû 2 


R'=R + 


L 2 oû 2 

R 


Exercice 14 


ENAC 


e(t) = Ecosû)t 



1) Déterminer l'amplitude complexe de la force électromotrice et l'impédance 
complexe du générateur de Thévenin équivalent à ce circuit du point de vue des 
bornes A et B. 

2) On branche entre A et B un résistor de résistance R. Déterminer l’expression de 
1 intensité efficace I du courant dans R et celle de la phase cp de ce courant par rapport à 


1 ) En utilisant les diviseurs de tension en A et B, on obtient : 


D'où : 


1 

V — j C(0 e - * c 

- r + _J_ ~ ~ 1 + jrCû) “ 
jCco 





=(- 


î 

1 + jrCco 





3 — jrCco ^j 

1 + jrCo J 


e 

2 



En remplaçant le générateur par un fil, l’impédance cherchée est celle du montage 
suivant : 6 
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Soit : 

r 

z ffi = R + JÇ^_ ^ 

l + _ 

jCco 

2) Lorsqu'un résistor R est branché entre A et B, nous aurons : 


Z = R + - 


1 + jrCco 


B» 

K + Z™ 


( >11 en déduit : 


1-jrCcù _1_e 

1 + jrCû) | r 2 
1 + jrCo) 


1- jrCco 

2R + r + 2jRrCco 


E_ V l + r 2 C 2 (o 2 

2V2 ,/ (r + 2R) 2 +4R 2 r 2 C 2 co 2 


-i/ \ _j .2rRCcû 

cp = tan (-rCco)-tan (-) 

r + 2R 


Exercice 15 ENSAM 



Dam ce montage : 

c, ■■ liV2sincot ; e 2 = eV2 sin(cot--^) ; e 3 = EV"2sin(cot 

Z csl une bobine d'inductance L= 1,52 mH et de résistance R = 0,275 Q. 
E = 220 V et f = 50 Hz. 

11 ) Que peut-on dire de la somme (e 1 -t-e, +e 3 ) ? 

h) Déterminer la valeur efficace et la phase des courants q, i 2 , i 3 . 


«) En notation complexe : 


e, ^-eJ^-eJ = E^Æe jM, (l+e-^i + e-fj) = EÆe jra i=£Zii = o 


1-e-fi 


D'où : 


|e t +^+^ = °| 


h) H 11 utilisant le théorème de Millman, il vient : 


to jio 
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Exercices 


On en tire les intensités : 

. _ gi _ eÆ 1 * 

- Z ~ R+ jLû) ^ 


^ = ^-^ = 0 

Z 


It= 


Vr 1 


+ L z (ù 


2 „ 2 


- 399A et cp,=-tair‘(7£) 


. iwa^-r» 

L — “ —---- 


~ Z R + jLco 

. .!3. eÆ^ 

~ Z R + jLco ^ 


I 2 = 399A et (p 2 = - 7 i 


I 3 = 399A et cp 3 


- n I 

~I| 


Exercice 16 


ENAC 


*(b 


-Tn^rv 


1 

J 


L'ampUtude de la tension du générateur BF vaut 100 V et, en faisant varier la fréquence 
on trouve les résultats expérimentaux suivants : 

L* valeur efficace du courant maximal est de 0,707 A. 

^ our 13627 Hz et 7338 Hz, la valeur efficace du courant vaut 0,5 A. 

A l'aide de ces données, calculer : 

a) La fréquence de résonance du circuit. 

b) La valeur de R 

c) Le facteur de surtension (qualité) Q du circuit. 

d) Les valeurs de L et C. 

e) Les valeurs efficaces de u c et u L à la résonance. 


a) On remarque que et donc que les fréquences 13627 Hz et 7338 Hz 

correspondent aux fréquences de coupure à 3 dB. On en tire alors la fréquence de 
résonance f 0 qui est telle que f 0 2 = f 2 f 2 d’où : 



b) La valeur maximale de l’intensité efficace est I = — = —™ On en tire • 

K- 71 R' 
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c) Nous avons Q = —- = —r, d’où : 

Aco Àf 


10000 


13627-7338 


= 1,59 


d) La valeur de Q permet de calculer L et C puisque Q = 


1 


Lœ n 


R RCco n 


. On en tire : 


L = ^l = 2,53 mH 

<a 0 


RQû>o 


= 0,1 gF 


c) A la résonance U c = Z C 1 = = QU et U L = Z L I = Lœ 0 £ = QU. On en déduit 


CCÛn R 


donc que : 


U c = U L = 1,59 


H 


Exercice 17 ENAC 


L’ 



I v générateur délivre une tension sinusoïdale de pulsation 0 ), de valeur efficace U 
220 V et de fréquence 50 Hz. La résistance R est variable et L = 1 H. 

I) Exprimer la puissance moyenne P absorbée par la résistance R en fonction 
de R, L', en et U. 

7) hx primer la valeur de R 0 de R pour laquelle la puissance P est maximale. 

1) Calculer L' et la valeur maximale P M de P sachant que Rq = 12 

•I) Pour une valeur R, de R ( R, > R^, la puissance délivrée par le générateur vaut 
P, 800 W. Calculer R,. 

5) lx facteur de puissance est égal à l’unité et R = R v Calculer la valeur de C. 


I ) La puissance P consommée par la résistance R ( qui est aussi la puissance totale 
consommée par le montage) vaut P = RI 2 avec I = —— U D ' où . 

Z L’R </ R 2 + L 2 CO 2 
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Exercices 


dP 

2) Cette puissance sera maximale pour — = 0. 

dR 


On en tire : 

3) On obtient immédiatement : 


v = * 2 + L ’ 2 m2 - 2R2 u 2 , -kfjglu?- & 

dR (R 2 +L , 2 <d 2 ) 2 (R 2 + L ’ 2 O ) 2 ) 2 


R 0 = L'cû 


I L'= ^2- = 38 mH 


L = ül 

I “ 2R 0 


= 2.0 kW 


4) Nous avons P ———'—^U 2 . En développant numériquement cette expression, on 
Ri +R 0 

obtient l'équation : 

D'où la solution Rj > Rq : 


Rf -60,5 Rj+144 = 0 


R, = 58Q 


5) 


-“TSÎSTS^—» 


K. 


Si le facteur de puissance vaut cosep = 1, cela signifie que la phase entre la tension du 
générateur et l'intensité i est nulle. 


î =i.+i,+i. 


1 \ 1 L'ûû . R 1 

jL’fi) ~ L ^ L© R 2 + L’ 2 (D 2 + R. 2 +L' 2 co 2 j 

La partie imaginaire de l'expression devant être nulle, il vient : 


i = (jCco +-H- 

jLco R + 



L' 

R 2 +L’ 2 û) 2 


= 21 jlF 
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Problème n°10 


d'après Ecole Nationale Vétérinaire 

■ . > ,m >. \ tn/niscs : impédance complexe ; résonance d’intensité dans un circuit 

Hit n, i n ii yjmr sinusoïdal forcé. 


it,, i mi ht h lu portion de circuit ci-contre, comprenant un résistor de résistance R, une 
i 'l'im .1 miliii lance I. et de résistance r et un condensateur parfait de capacité C. Cette 
i. i ii 1 1 montée par une tension alternative sinusoïdale u(t)= uV2 cos(œt). 


a • R r, L , , C r, 

-^kzzi—wiftr— \\- — 

Mi i iimu'c* du résistor : R = 10 £2 ; résistance de la bobine r avec r< R. 

I « i apport de la tension efficace U R aux bornes du résistor à la tension efficace U aux 

lu Mile*, du dipôle AB est noté a = -^j-. 

1) Pour lu Fréquence f = f 0 , la valeur de a passe par un maximum Expliquer ce 
u fuiltat, en déduire la valeur de r ; effectuer l’application numérique avec a 0 = 0,700. 

2) I i valeur précédente f 0 est égale à 1000 Hz. 

2n> Pour des fréquences très inférieures à f 0 , on constate que la valeur de a est 
pi nt iqucnient proportionnelle à f. Quel est alors l'élément déterminant pour le 
lonctionnfiment du circuit ? Justifiez votre réponse. 

il») Pour des fréquences f très supérieures à f 0 on constate que la valeur de a est 
pi iniquement proportionnelle à y. Quel est alors l'élément déterminant pour le 
loin lionnement du circuit ? Justifiez votre réponse. 

2c) Pour F = 10 Hz on constate que a = 1,25.10~ 4 . En déduire les valeurs numériques de 
( « i I Calculer numériquement a pour f = 10 5 Hz. 

.1) Déterminer à 980 Hz et à 1020 Hz le déphasage, en degrés, de la tension aux bornes 
île Ipar rapport à la tension totale u. 
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Problèrnes 


Corrigé 


1) En utilisant les amplitudes complexes : 

RI 


ik 

u 


(R + r + jLcû - —f-)I R+r + j(L©——) 

Ceo ^ 


C© 


On a donc, en prenant le module : a = —- = 

U 


J(R + r) 2 +(L© - —k ) 2 
V C© 


On voit que a passe par un maximum, quand le dénominateur est minimum soit lorsque 

1 „ 1 
L®o~~— = 0 ou CG 0 = —t= 

C © 0 Vlc 

a est maximum pour la fréquence : f = f = ^2. =_!_ 

2tc 27tVLC' 

La valeur maximale de a est alors : a 0 = —= 0,700 ; on en déduit que 

R + r ^ 


r= R(1 3o) =4,2901 


2a) Si f est petite devant f 0 , l'expression de a s'écrit : a - 




- - 2ltfRC. 


(R+r)2+ &* 


On voit que a est proportionnel à f. L'élément déterminant du circuit est le condensateur 
C, car son impédance — devient très grande et donc l'emporte devant (R+r) ainsi que 
devant l'impédance Lû) de la bobine qui devient négligeable quand © -+ 0. 

2b) Lorsque f est très supérieure à f 0 , l'expression de a devient • a-5_ 

V(R + r) 2 +L 2 (27tf) 2 

S01t 3 ~ L2Ïtf ’ a est d0nc bien P ro P ortionnel à J ; l'élément déterminant pour le circuit 

est alors la bobine car son impédance L© devient très grande devant (R+r) et devant 

1 impédance du condensateur,-, qui tend alors vers zéro 

Cüû 


2c) f- 10 Hz ; a =1,25.1er 4 . L'expression de a = ~ - 2rcfRC puisque f est très petite 


devant fo ; a=27tfRC et donc 




10" e F=0,2|iF 


Electricité 


- 111 - 



I* •• «lllrtiifi. a est maximum pour © 0 = ; on en déduit donc que 


fl L =-- = 0,126 H 

C © 


I « •• «|iir ! 10' I Iz, on peut admettre que f est très supérieure à f 0 ; on a alors a-— • 

L27tf ’ 

.u déduit numériquement : | a = 1,26.10~ 4 1 

I • a u I 10 11/. et pour f = 10 5 Hz, on retrouve donc la même valeur de a. 


') h' déphasage, <p, de la tension aux bornes de R par rapport à la tension totale u est 

U R RI r 

• rnlr î\ l'argument de = =-=- 7 — =-_-• 

— (R + r + j'L©-—)I R + r + j(L©— 

Cm C© 


<P aiguillent du numérateur - argument du dénominateur 
ilonc (j) argument du dénominateur. 


L©- 


_ 1 _ 
C© . 


01) n donc tan((p) = — 

R + r 

pour I 980 Hz, tan((p) = 2,53 


(p = 1,19 racT| 


pour I 1020 Hz, tan((p) = -1,91 : 


(p = —1,09 rad || 


I )jiiis le premier cas, on est avant la résonance ; le condensateur l'emporte devant la 
hobinr et donc l'intensité est en avance par rapport à la tension totale u ; en effet en 
mesurant”la tension aux bornes de R, on mesure bien une tension en phase avec 
l'intensité. 

I )ims le second cas, c'est l'inverse et l'intensité est en retard sur la tension totale. 
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Problèmes 


Problème n°ll 


Ecole supérieure des sciences et des technologies (les industries du bois. 


Une cellule en T est formée de trois dipôles d'impédances Z, Z et Z et d'admittances Y, 
£et Y. 



On donne u = U 0 sin(Cût) que l'on représentera par son amplitude complexe : U = U 0 . 
La source débite un courant d'amplitude complexe I. L'ensemble débite dans une charge 
non représentée sur la figure, un courant d'amplitude complexe J sous une tension v = 
V 0 sin(cot + 9 ), d'amplitude complexe V = VqcW. 

1) Déterminer l'expression de jL et de J_ en fonction de U , V , Y et Y . 

2) La charge branchée entre D et E est un voltmètre d'impédance interne infinie. 

Donner l'expression de V en fonction de U, Y et Y. 

3) Le dipôle Z est un résistor de résistance R, le dipôle Z est un condensateur de 
capacité C. 

3a) Donner l’expression de V en fonction de U , R , C et tü. 

A.N. : R = IOOOO ; C = 10 jiF ; co = 200 rad.s ” 1 ; U 0 = 12 V. 

3b) Quelle valeur indique le voltmètre ? 

3c) Calculer 9 en radians. 

4) On monte en parallèle deux cellules en T dont les éléments sont : 

Zj et T 2 : résistors de résistance R ; 

Zj : condensateur de capacité 4C ; 

Zti : condensateur de capacité C. 


mu 
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h. \ 



I I) I >onnn Ir 1 ; expressions de I et de J_ en fonction de U , V , Y, ,Y 1 , Y 2 et Y| 2 . 

I l ) I .1 ehmgc branchée entre D et E est un voltmètre d'impédance infinie. 

V 

( 'tilriilcM " en fonction de R, C et û). 

u 0 

I On pose RCo)=x. 

y 

I i.k n l'iilluic du graphe de ——en fonction de x. 

u„ 

I I) < )n donne R = 1000 D ; C = 10 jiF. Calculer la valeur de co pour laquelle V 0 est 
niillr. 



Corrigé 


11 Avn le théorème de Millmann, appliqué 
nux amplitudes complexes : 


YllfYV 


2Y 4 Y 


“ or U AR = U—=-=V+— 1 


O, 


ï 


Y U + YY’U-Y V 
un ni déduit : |I-- 2Y + Y - 


J = 


- Y V-YY'V- h Y U 
2Y + Y' 


’ 1 l'iil squc le voltmètre a une impédance infinie : J = 0 et donc 
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Froblèmes 


i —u 

3)Y = —■ ; = | C(:) d'où V = -r~- et donc 

K I . 

—f- jCco 
R J 


s— ü 


O 

1 + jRCcofl 


3a) V 0 correspond au module de V ; soit V 0 =-üfi- =5,36 V 

(1 + R 2 C 2 û) 2 )2 


Le voltmètre indique la valeur efficace de v(t), 


i, c'est-à-dire :j\ 


v '" =Tf =3 ' 79v 


3b) (p corre spond à la phase de v(t ) et donc à l'argument de V ; tan(cp)= —RCcù 
on en tire : |<p = —1,1 rad = -63,4°| 

4 . 1 ) Les cellules étant montées en parallèle on peut reprendre pour chacune d'elles les 
résultats de la question 1 ) : 


t y~ Y i 2 ^ 

2 Y.+Y, 

]gU + Y 2 Y 2 ’U-Y 2 2 V 


I,= 


Or 1 = 1. + 1 d'où 



T _ïü + Zl^LÜ-Y, J y Y, U+Y 2 Y 2 U- Y 2 2 V 

2Y, +Y,' + 2Yj + Y, 


et de même : J =J, + J 2 = + ZlLïlIlMlÉM 


4J)OnaJ = 0; Y,=^=l ; ^=j4CtD;^ = jCa). 


1 ..CCB Ty 1 


p 2 ”— + ^— c 2 ® 2 Y-j^y-c 2 cû 2 u 

En remplaçant : J = 0 =——-S_E_ H _ R _ 


j4Ctû 


j2Coù + 
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1*1 

pN 

ipi 

m 



i .lui mi .m iiu 4 me dénominateur, on en tire facilement : V = 


I i ni piciutllt le module : 


V„ |l-2R 2 C 1 (0 i | 

U ° ((l-ZR’C'aV+SeR’C’cû 2 )* 


(p--2CV)U 


(J__ 2 CV + j 


6Ctt) 

~R~ ) 


V |l- 2 x 2 | 

I il Un ponwit x = RCco : — =- '■ - - —p 

U " ((l-2x 2 ) 2 +36x 2 ) 2 

V V 2x 2 1 V 

c ,»////*,- x -0 => —= 1 ; x » => — ->—- = 1 ; pour x = —j= => — = 0 . 

u 0 u 0 2x 2 F V 2 U 0 


I oui In dérivée en x = -j=- , on a une limite à gauche et une limite à droite : 


., 1 . V 0 

Si x < .. alors — 

h u 0 


(1-2X 2 ) 

6x 


c. I , V 0 (2x 2 -1) 
Si x > , alors — «- 

n u 0 6x 



2 1 
— en x = - 7 = 
3 4ï 


V2 
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Problèmes 


Problème n°12 


d’après Ecole Nationale Supérieure de géologie de Nancy 

Connaissances requises : admittance complexe ; représentation de Thévenin et Norton ; 
notation complexe. 



G est un générateur idéal de tension sinusoïdale : e = Ecos(tût) avec E = 5 V. 

Le condensateur a une capacité C = 2,53.10 " 6 F et la bobine, une inductance L = 10 mil. 

Les points S et M constituent la sortie du dispositif ; elle peut être ouverte (rien n'est 
branché) ou fermé sur un dipôle. La tension de sortie est notée s(t). 

1) La sortie est ouverte. s(t) est de la forme : s(t) = Scos(cot 4 <p). 

Entre les points S et M, tout le circuit équivaut à un générateur de Norton, de courant 
électromoteur : i = I N cos(cût 4 y) et d’admittance complexe Y N = a 4 jp. 

Les données sont : E, co, L, C, R. 

a) Déterminer littéralement en fonction des données : al) a et p. 

a2) I N et y. 
a3) S et cp. 

b) S prend une valeur maximale S,^ pour une fréquence f r de résonance. Déterminer 
littéralement puis numériquement f r et S max . 


2) La sortie est à présent fermée sur un condensateur de capacité C'. 
On constate que S passe par un maximum pour f r ' = 800 Hz. 


Calculer C 1 . 
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m 




Corrigé 


i 


• • ' 1 ", ... . i l'admittance du générateur de Norton équivalent au dipôle SM, il 

" i d,i , 11 , iiipliu n le générateur et la résistance R en série par le modèle de Norton : 

S 



' i * m niNUitr calculer l’admittance équivalente aux quatre dipôles R, L, C et R en 
|HllllllHl'H 

s 



2 


1 

a = — 

et 

P = C(D- 

R 

Lcd 


I »•■’.) On voit tout de suite, sur le schéma précédent que le courant électromoteur est 
(liinné pur i(t) = . 

E 

lit loue i £ cos(Cût) et en identifiant avec i = I N cos(Cût 4 qr) : 

et 




1 41.3) On peut donc remplacer le circuit de l’énoncé par le modèle de Norton suivant, en 
I n n uuit les amplitudes complexes. 
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Problèmes 


On a donc S = 


jk 

y n 


E 


R( | +j(Cco __L )} 


En posant : s = Scos((ût + 9 ) avec 


TT 


A 


e 


“ N 


S = module de S = 




R, 1 


et 9 = argument deS =>j tan((p)- ~(^~“Cco) 


1-b) On voit directement que S est maximal si (C©--—)= 0 

L© 


soit © 2 



La fréquence de résonance 


f = —=—-=L= = 1000 Hz 

r 2 71 271VLC 


et 



2) En reprenant le modèle de Norton, on a le circuit j 1 \/ 

suivant : N rj 

On peut calculer l'admittance équivalente à Y N et à C L —T X N “ 

en parallèle : V-i r** 

^ = Y !i+ jC'a) = |+j ((C+Oto-^-) 


d’où S = -=- =$ S = 


R(~ + j((C+C') 0 ) - r—ï) 
R Loû 


En prenant le module : S = 


R(4 + <(C+C')(0- t |-) ! ) î 
R Lci) 


On voit que S est maximal si (C + C')©-= 0 soit © 2 =———— =(27rf r ) 2 

Loü L(C + L ) 


on en déduit : 


C'= 1,43.10" 6 F 
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Problème n°13 


d'après Travaux Ruraux et Techniques Sanitaires 

( onnaissances requises : notation complexe ; impédance et admittance ; régime 
sinusoïdal forcé. 

I ) Etude d'un dipôle en régime sinusoïdal forcé de pulsation co. 

I ) On considère entre deux points A et B, le circuit comportant en parallèle : une 
insistance R, une inductance pure L, un condensateur de capacité C. 



a ) I \crire l’admittance complexe Y du dipôle AB en fonction de R, L, C, co. 

h) O 11 pose LC©, 2 , = 1,— = x et Q = 

©0 L « 0 

IExprimer (Y.R) sous la forme l+j.f(x,Q) où f(x,Q) désigne une fonction simple de x 
et Q. 

c) En déduire l'expression de l'impédance complexe Z du dipôle AB. 

d) Préciser le comportement du dipôle aux basses fréquences et aux hautes fréquences ; 
on donnera une interprétation physique du dipôle équivalent obtenu. 

2) Etudier brièvement le comportement en fonction de x, du module de Z : tracer l'allure 
de la courbe représentative. 


Il) Utilisation du dipôle précédent. 

< >11 alimente le dipôle précédent AB par une source de tension alternative sinusoïdale : 
v(t) = V 0 cos(©t). 

On associe à l'intensité instantanée dans le dipôle AB, i(t) = IoCosCœt + 9 ), l'intensité 
complexe I = I 0 e J<p . On néglige l’impédance interne du générateur. 

I a) Ecrire, sans démonstration, l'expression de I en fonction de V 0 , R, Q et x. 

Il») On note I le module de I ; quel est l'ensemble des valeurs de x tel que I<V 2 —. 

R 

Montrer que cet ensemble est limité par deux valeurs x 2 et et calculer x 2 - Xj en 
fonction de Q. 
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/ ’/r Mêmes 


le) Etudier brièvement le déphasage q> de l'intensité i(t) par rapport à la tension v(t) en 
fonction de x ; tracer la courbe <p(x). 

ld) Calculer pour x = 0,9, L = 1 mH, C = 0,1 fiF, R = 500 n, les valeurs numériques 
de <p, de x 2 -x, et de Q. 

2) On choisit û) = 

Quelles sont en notation complexe les expressions des intensités dans les branches 
comportant L et C ? 

Ecrire également les expressions des intensités instantanées. Que constate-t-on ? Quel 
nom pourrait-on donner au coefficient Q ? 


Corrigé 


I) Etude d'un dipôle en régime sinusoïdal forcé de pulsation ta 

la) Pour des dipôles en dérivation, on additionne les admittances complexes : 


Y =—+jCttH——I 
R jLco| 


lb) LCco^ - 1 ,— - x et Q = —5— ; 0 n en déduit que Y.R = 1 + j(— 

«o L© 0 ~ Uû ' 


V 03 IX 

J ^- J) 


Y. R -l+-^- et Y.R = jl+JQCx x ) | = !+j.f(x,Q) avec f(x,Q)= 


û) 

Qœ 0 


le) L'impédance complexe du dipôle AB est ■ Z = - - R 

— y i • 

- i+jQ(x--) 

X 

ld) Aux basses fréquences : x —» 0 ; Z -*0 ; l'impédance tend vers zéro ; on aura un 
court-circuit dû au fait que l'impédance de la bobine tend vers 0 avec (û. 

Aux hautes fréquences : x oo ; Z-> 0 ; l’impédance tend encore vers zéro ; on a de 
nouveau un court-circuit car l'impédance du condensateur tend vers 0 avec to. 

2) Soit Z, le module de Z ; on a déjà vu que Z 0 quand x -> 0 et quand x °o. 



N 

, , mi volt que '/.est maximum et égal R quand x = 1. 

11 i Ij'u )V 


,M " h . mu a / ^ ; la courbe se comporte comme une droite de 

H 

j llli 

tj 

. . ' mu n / ( K • li* courbe se comporte comme une hyperbole. 

.P" i'"‘‘' |>nr mi maximum et le courant est donc minimum pour x = 1. On a 

Mil i lit l||| IM il II ||| ||| 

Z 



M> Mlllviiiim du dipôle |>récédent. 

y 

••dl |l| P (1+Q J (x -—) 2 ) 2 ; on veut résoudre : I<V 2 — 

\< x R 

duu Si IQV V) 2 ^V2-^ => Q 2 (x-i) 2 <l. (1) 

R x R x 

i >n doit donc résoudre : -1 < Q(x--) < +1 ; résolvons d’abord Q(x--) < 1 . 

x x 

Mil Qx x Q £0 ; cette iné quation est vérifiée si x est compris entre les racines 

. , H K, de l'équation : x, = !—'/}+*<? < = 

2Q 2 Q ’ 

Il Ioui également résoudre : -1 < Q(x-i) ; soit 0 < Qx 3 +x-Q ; cette inéquation est 
' « i iliée si la solution x est extérieure aux racines x’, et x t de l’équation : 
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et J > Ï| =±S 
-tg 2Q 


que les deux equat.ons soientrâifiées et compte tenu du fait que x est positif onl 
,Hj_VTt4Q[ _1 + 7 TmQ T ' ' 

2Q - 7^~5q • 


Biruuj 

| doit donc avoir : 


On a directement : Sx - x - _ 

U a 2 a i — ~ 


» et (p -» - — ■ 
2 ’ 


it W = VV agC 9 de i(0 par raPPOrl à U(t) est égal à «WWrt de Y , puisque 
-— *0 ♦ 

Avec le résultat de la question lb) : 
tan(tp)=f(x,Q)=Q(x-i). 

X 

si x -» 0 ; tan(<p) —» _ 

aux basses fréquences 
c est la bobine qui détermine le courant, 
qu’elle met en retard sur la tension v(t). 

si x —» oo ; tan(<p) -» oo et © -> - • 

2 ’ 

aux grandes fréquences c’est le condensateur 
qui détermine le courant qu’il met en avance 
sur la tension. 

1 , on a tan(tp) — 0 , i et v sont en phase ; le circuit est résistif. 
ld)A.N : x = 0,9, L = 1 mH, C= 0,1 pF, R = 500 Q. ; 



“" = vm =10W 


Q = t~ = 5 
Loo„ 


tan«p) =Q( X -I) = -1,055 d'où (p =-0,81 rad. 
2 )œ=(û b . 

Branche de L : i. = -Y 0 . e jf<a ° l ~ ) 

~ Lœ 0 


x 2-x 1 =- = 0,2 


3 61 1 l(0= COS(û> “ 1 " 2 ] = R V ° C0S((Ü «t - - 


Branche de C : i, =Cm 0 v/^ et i c(l )= C«> 0 V o +-|) = g Vï co. (flV + |). 


0 I soit Lco 0 ^ , on voit donc que i c (t) et i L (t) ont même amplitude, 


mais sont en opposition de phase ; on aura donc • i m+i nwn a 
te.d-.pte la loi des : • ' » 

W» l-W—Mit I te te 
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Problème n°14 


d’après INA-ENSA 

• >nn,ii\Mimr\ requises: circuit RLC série; régime sinusoïdal forcé; notation 

puissance moyenne ; aspects énergétiques du circuit RLC série. 

h i n i iicuit RLC série (cf schéma) est soumis à une tension alternative sinusoïdale 

• l< lmb' par u(t) = U 0 sin((ot). 



< >n y étudie le régime d'oscillations sinusoïdales forcées, à la pulsation co. 

i l. La pulsation co étant fixée, déterminer la puissance moyenne <P> dissipée dans ce 
riiruit par effet Joule. 


1.2 Pour quelle valeur co^ de co cette puissance est-elle maximale ? A quel phénomène 
physique correspond cette valeur Cü^ ? 


I M lélcrminer les limites co^ et co max de l'intervalle de pulsation sur lequel <P> est au 
moins égal à la moitié de sa valeur maximale P 0 . 


I mi déduire l'expression du facteur Q = 



en fonction de L, R et cûq. 


l’ont I. et C fixés, comment Q varie-t-il avec R ? 

(,>ucl est l'intérêt d'un circuit possédant un Q élevé ? 

I n déduire une justification de la dénomination : "facteur de qualité" du circuit. 

1.4 I '.x primer, en fonction de L, R et U 0 l’énergie électromagnétique moyenne <Eq> 
stockée, pour la pulsation co 0 , dans la bobine et le condensateur. 

lu déduire une relation entre Q, co^, <E 0 > et <Pq>. Retrouve-t-on, du point de vue 
éiingétique, l’intérêt d’un circuit à Q élevé ? 
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Corrigé 


1-1) D'après le cours, la puissance moyenne dissipée par effet Joule est donnée par 
(P) = Uïcos(<p) où U et I représentent respectivement la tension efficace aux bornes du 
circuit et l'intensité efficace dans le circuit ; <p est le déphasage entre u(t) et i(t) ; cos(cp) 
s'appelle le facteur de puissance du dipôle AB. 

1.2) On peut écrire U = Z I, Z étant l'impédance réelle du dipôle AB. En passant aux 
notations complexes : Z = = = -- ^ ^ ; on voit donc que (p = - argument de Z. 


Or Z = R + j(Lû) - 


— 7 —) ; donc cos(cp)= — 
Ccû Y Z 



L’expression de la puissance devient : (P) = Uïcos((p)= U—— = R_^ 

ZZ R 2 m - 


On voit qu'elle est maximale, pour U et R donnés, quand Lœ 0 -— = 0 ; donc pour 



Pour cette pulsation, l'impédance Z est minimale et donc I est maximale ; on est à la 
résonance d’intensité. 


1.3) La valeur maximale P 0 de (P), est alors égale à — ; calculons les valeurs de co 

R 


U 2 


U 2 


pour lesquelles la puissance est égale à — ; on résout : R- _ 

2 R 1 +(Lco—L)* 2R‘ 

Cto 

Soit (Lû)-^-) 2 =R 2 et donc (Lffl-~-)=±R => LCcü 2 ±RCcû-1 = 0. 


Les solutions s'écrivent : cû = 
racines 


±rc±Vr 2 c 2 -mlc 

2 LC 


; et comme G) est positif, les 


. -RC+VR 2 C 2 +4LC 


2 LC 




sont : 
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I* n a donc au moins égal à la moitié de sa valeur maximale si co^( 00 ( 0 )^. 

U 2 


1 lu < mistate que si co —» 0, alors (P) = R - 


R 2 +(Lcû ——) 2 
C© 


- - U C co -4 0 . 


I >c même si (û—> <», alors (P) = R 


R 2 +(Lœ ——) 2 L2(fl2 

Ccû 


I c Iacteur de qualité : Q = 


ïfi_• < 


Cû -CÛ RC 

max inin - 

LC 


Q = ^o 

R 


(,) augmente si R diminue ; pour avoir un circuit de facteur de qualité grand, il faut 
diminuer la résistance. Si le facteur de qualité est élevé, on a une courbe de résonance 
in aiguë car la bande passante est étroite. On aura un filtre très sélectif qui ne laissera 
"passer" qu'une bande de pulsation étroite autour de cû^ ; d'où le nom facteur de qualité. 


1.4) Pour la bobine on aura : (E 0 ) = ~L(i 2 ) = ^LI 2 2(cos 2 (cot + q))) = ^-LI 2 

< .11 (cos 2 ((ût + ©)) = — . Or à la résonance : I = — = = ; 

2 R RV2 


donc 



= énergie moyenne stockée dans la bobine sur une période. 


Pour le condensateur, l'énergie moyenne stockée a la même expression, car 
Jl.<iV±C(u’>. 


Or P„ 


U 2 U 2 ^ LCÛ n T TT 2 

— = —- et Q = —- , on en déduit que <E 0 ) =- - 

R 2R R 4 ' 0/ 4R ! 



\x * rapport entre l'énergie stockée dans la bobine et le condensateur et la puissance 
dissipée par effet joule, augmente avec le facteur de qualité. 
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Problème n°15 


d'après Mines d'Albi, Alès, Douai, Nantes 


H ne suffit pas de savoir produire de l'électricité, mais il faut éviter de la peidie 
inutilement. Les pertes en lignes constituent un gros problème car 1 EDF n a pas pour 
vocation à chauffer les oiseaux. Elle impose donc aux industriels de participer à la 
minimisation de ces pertes. 



Pour l'EDF, U = 220 V (efficace) et f = 50 Hz. 

Les intensités instantanées sont : 

i T (t) pour la ligne EDF 

i(t) pour l'alimentation de l'usine 

i c (t) pour une batterie de condensateurs de 

compensation placée là pour relever le facteur de 

puissance de l'usine. 


On notera I T , I et le les valeurs efficaces respectives des trois intensités précédentes et 
i T , j_ et i c leurs représentations en complexe. On pose Ugpp = UV 2 cos(27tft) et u^p sa 
représentation en complexe. 


la) L'usine consomme une puissance moyenne P = 100 kW. Elle a un facteur de 
puissance de 0,8. Calculer l'intensité efficace I. 


lb) L'usine a un caractère inductif à cause de ses machines. Représenter dans le plan 
complexe u EPF et i_ en prenant comme référence de phase Ugppft) (ou bien faire une 

représentation de Fresnel). Schéma qualitatif ; pas d'échelle imposée. 

2a) On désire que le facteur de puissance de l'ensemble (usine + batterie de 
condensateurs) soit maximal. Comment est alors le courant i T (t) par rapport à u^^t) ? 

2b) Rajouter la représentation de i c (t) sur la figure du lb) de manière à ce que le 2a) soit 
réalisé. 


2c) Calculer numériquement la valeur efficace I c , puis la valeur que doit avoir la 
capacité C. Les condensateurs prennent-ils de la place ? 


3) Sachant que les pertes en Egne sont proportionnelles au carré de la valeur efficace I T 
(loi de Joule), calculer en pourcentage l’économie réalisée par l’EDF, l’industriel 
consommant toujours la même puissance. 
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Corrigé 


Im) I i piuviiitn r moyenne consommée est donnée par : P = UIcos((p) ; U est la valeur 
Mi* • ■ de In tension, I celle de l’intensité et cp est le déphasage de l’intensité par rapport 
» •• ••mou . «'os(q)) correspond au facteur de puissance de l'usine ; donc ici cos(tp) = 

0, H 


' mi Mm donc directement : I =---= ———. Soit |l = 568 Af 

U cos((p) 220.0,8 1 

II») I n .me ayant un caractère inductif, on en déduit que l’intensité est en retard sur la 
i n Mon ; donc <p est négatif ; cos(tp) = 0,8 => cp = - 36,9°. 

I V|n<”. dilution de Fresnel : 



I n tension u EDF est représentée par un vecteur de longueur U et faisant un angle nul 
livre la direction prise comme origine des phases. ; l'intensité i(t) est représentée par un 
vrrleur de longueur I et faisant un angle cp = - 36,9°. 

Remarque 

Sur le schéma, on peut donner aux vecteurs de Fresnel, une longueur correspondant 
mu valeurs efficaces ou aux valeurs maximales; ici on a fait le choix des valeurs 
efficaces. 

2n) Si le facteur de puissance de l'ensemble est maximal, c'est donc qu'il sera égal à 1. 
I .r courant ij(t) sera donc en phase avec u EDF (t). 

2 h) Le courant dans un condensateur pur est en avance de 90° par rapport à la tension. 
I e vecteur de Fresnel représentant i c (t) fera donc un angle de +90° avec la direction 
prise comme origine. Par ailleurs, d'après la loi des noeuds que l’on peut appliquer aux 
courants instantanés : i T = i+i c . La somme des vecteurs représentant i et i c doit donc 
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donner le vecteur représentant i T et qui doit être en phase avec u^pCt). Ceci est réalisé 
sur le schéma précédent. 

2c) A partir de la représentation de Fresnel, on a directement : |sin(cp)| = -y- et donc 
I c = l|sin(<p)| = Uc ^^- | sin ( ( p)| = ^|tan(<p)|. Soit |l c =341 a| 

Or U = Z C I C où Z c = -J— représente l'impédance du condensateur ; donc C = i- ; 


soit C = 4,93.10 F = 4,93 mF | 


3) La puissance perdue, en ligne est proportionnelle au carré de la valeur efficace I T . On 
peut donc écrire que P = kl^ en appelant k la constante de proportionnalité. 

En l'absence de condensateur la puissance perdue en ligne sera F= kl 2 . 

Le pourcentage d'économie réalisée par l'EDF sera donc donnée par : 

kl 2 -kl 2 I 2 -I 2 I 2 

kl 2 I 2 "i 2 

en remarquant sur la représentation de Fresnel que I 2 = 1^ + ij. 

Et en faisant l'application numérique : l'économie réalisée est égale à 0,36 soit 36 %. 
Rentarque 

Utilisation de la méthode complexe. 

On peut représenter les courants par leur notation complexe : i ,i T , i c et en appliquant 
la loi des noeuds : i T = i + i c et I T e iü * = Ie j0 * + l c e j “ soit également 

_ .X .X 

I T = I+I C avec I = l^e 19 et Iç = I c V2 ; donc 4=172 e* + l c 72 e\ 

Or on veut que ift) soit en phase avec u EDF (t) dont la phase à l'origine est nulle. Il faut 
donc que l'argument de I T soit nul et donc que la partie imaginaire de I T soit nulle. 

Ceci se transcrit par : W2sin(cp)+I c V2 =0 et donc : I c = -Isin(<p) = l|sin((p)| 
puisque tp( 0 . 


On retrouve bien le résultat obtenu à la question 2c) avec la représentation de Fresnel. 


Quadripôles et filtrage d’un signal 


I es amplificateurs opérationnels utilisés dans les montages sont idéaux et alimentés 
pur une alimentation ± 15 V . 



Illtrc RC 

o) >0 le condensateur se comporte comme un trou et U s = 0 . 

(i) > oo le condensateur se comporte comme un fil et U s = U c . 

( V filtre RC est donc un filtre passe-haut de gain maximal G mæt = 1. 

filtre RL 

ni » 0 la bobine se comporte comme un fil et U s = U c . 

(i) > <*» la bobine se comporte comme un trou et U s = 0. 

< ’c lillie RL est donc un filtre passe-bas de gain maximal G max = 1 . 

U emurque 

Il est important de pouvoir trouver sans aucun calcul la nature■ des filtres. Les bobines 
n les condensateurs se comportant de manière simpliste en haute et basse fréquence, il 
• \t en général facile de trouver la nature des quadripôles. 


I Kxercice 2 

iser les caractéristiques d'un filtre admettant une fonction de transfert de la forme : 
H(jcû) =-a >0 etb >0 

b + j— 

- 


«> >0 : H(jco) = -^ (O^oo : H(j œ ) = o 

b 

< V ! dire est donc un filtre passe-bas de gain maximal G max = -. Calculons sa pulsation 

b 

«le coupure co c . Nous devons avoir : 
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Exercices 


G(tû c ) = 


■Æ bV2 


On en déduit : J b 2 4—~ =>/2b => -y-b 2 ^ ® c ~bcù 0 


D'où la synthèse : 


- filtre passe - bas - G^ = ~ - pulsation de coupure : co c = bü) 0 

b 


Remarque 

La fonction de transfert d'un filtre passe-bas du 1 er ordre est du type : 

A cû 

Hf jœ) — - — r (l) x = — 


7 + jx 
r 


On en déduit : = \A | et û) c = ûfc 


W M 


>x.=l 


. Dans un exercice, 


fJÎ i/7+~r7 

on a donc tout intérêt à se ramener à une expression normalisée du type (1) car les 
résultats sont alors immédiats. Dans l'exercice précédent, on peut ainsi normalise) 
H(jco) de la manière suivante : 

a 

a b 


ÏL( j&) = 


, . Û) . . CO 

b+j — 1 + j -— 

û)n b(O 0 


On en tire immédiatement les résultats : 

- passe-bas - G nulx -y - Cû c =bcù 0 
b 

Par similitude, la fonction de transfert d'un filtre passe-haut du 1 er ordre de gain 
maximal \A\ et de pulsation de coupure (û c - (ûq est du type : 

ÎL( j®)— ~T 


7 + - 


J* 


Exercice 3 


R= ÎOOQ 
L = 20 mH 


1) Etudier le comportement asymptotique de ce quadripôle. Conclusion ? 

Z) Tracer la courbe du gain en décibel G dB = f(Logco). 

3) A l'aide du graphique, donner les valeurs de G pourûù= 10, 1000 et 100000 rad. s -1 . 
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I 



I » ni >0 la bobine se comporte comme un fil et U s = 0. 

«.* la bobine se comporte comme un trou et U s = U e . 


Ce filtre est donc un filtre passe-bas de gain maximal G ma x=l 


l .i f onction de transfert du quadripôle est : 

Us _ jL(û 


H(jco) = 


U c R + jLco 


1 +- 


I » 'mi les résultats : 

l <• <pimlt ipôle est un passe-haut de gain maximal 1 
l .1 pulsation de coupure est (0 C = —= 5000 rad.s- 1 . 


I' y nm du quadripôle est : G = |H(jco)| = 


jLco 


PI4 

V l 2 c 


. .. la courbe G dB = f(Logco), il nous faut étudier les asymptotes : 

Lœ © 


(û —> 0 G = - 
(0 —> oo G = 1 
(D = ü) G = -jL 

V2 


R œ r 


G dB = 20Logco - 20Logœ c = 20Logû)-74 dB 
GdB = 0 
G dB = -3 dB 


l'nii lu omrbc G dB = f(Logco) : 
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Exercice 5 

Peut-on prévoir sans calcul la nature de ce filtre ? Vérifier le résultat en calculant sa 
fonction de transfert et tracer l'allure de la courbe G dB (cü) où Gjjj désigne le gain en 


décibel du filtre . 


R 

-o 


± 

i 


R 

-O 


J 


Ce filtre est constitué de 2 cellules RC mises en série. Chacune d'elles se comportant 
comme un filtre passe-bas du 1 er ordre, on peut prévoir que l'ensemble se comporte 
comme un filtre passe-bas du 2 è,nc ordre. 

Calculons la fonction de transfert du filtre : 


Nous avons : 



U = 


R + 


1 + jRCû) 


jCco 


Calculons U, en utilisant le théorème de Millman : 


U,=- 


U e U 5 
- + _ + o jCo ) 

1 1 

— + — + jCû) 

R R 


U. + U C 


• => U. =-==- 

_L , : 


2 + jRCto 


On en tire : ( 1 + jRCo))U s = 


U.+U. 


U, 


U. 


2 + jRCco — 1 - R 2 C 2 cü 2 + 3 jRCo) 


En posant classiquement cü 0 = —et x = —, ou en déduit la fonction de transfert : 
RC cd 0 


H(jx) = - 


1 


l-x 2 +3jx 

Le gain associé à cette fonction de transfert vaut : 

G(x): 


1 


•J(1-i ! ) 2 +9x 2 

La fonction f(x) = (1-x 2 ) 2 +-9x 2 est croissante pour x> 0 ( f(x)= x (4x 2 -f-14) >Opour 
tout x > 0). H en résulte que le gain G est une fonction décroissante de x de même que le 
gain en décibel G dB . Pour tracer la courbe G^fo), il nous faut étudier le comportement 
asymptotique : 
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ni >0 x -H) G(0) = 1 asymptote G dB = 0 

)1 ~ >00 G(x)= ;X asymptote =- 40 logx = - 401og(ü + 401ogCû 0 
I ri)ti l'allure de la courbe G dB (co) : 



I xercice 6 

< Mi considère le filtre suivant : 


r 



li i tudfer son comportement asymptotique en fréquence et en déduire sa nature 
| I '« ul on prévoir son gain maximal ? 

' ' < .ilculer sa fonction de transfert et tracer l'allure de son diagramme de Bode. 


11 !• nnlions le comportement asymptotique du filtre. 

> 0 : la bobine court-circuite la sortie d'où U s = 0. 

(i) » oo : | e condensateur court-circuite la sortie d’où U s = 0. 


I < lillre est donc du type passe-bande. Le gain maximal sera obtenu lorsque le montage 
I U ( bouchonne pour la pulsation co 0 = . Le montage équivaut alors à : 

r 

^—O-1 . 
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Exercices 


Nous aurons ainsi 


R P V, R 1 
' u ‘ = 77r U ‘ 


2) Le montage est tel que : 

r 

-CI]— 


U 


U avec 77-'^ + K Cœ ”ï«) 


Z R 


Lû3 


D’où : H(joo) = 

La normalisation de H(jco) donne : 


r + Z 1+ ! 1 + I. + j r(Ccù __L) 
Z R Lco 


H(jco) = 


R 

R+J- 


1 + j 


. rR 


R + 


/£(«.. ÎÜL) 

fVl CÙ 0 ffi 


= vm 


On en tire les principaux résultats : 


1) Filtre passe-bande centré sur cù 0 
R 


2 )G n 


r + R 


-<1 


3 ) facteur de qualité Q = 


rR C 


R + r V L 


Posons x = —. Nous obtenons : H( jx) = — p 

l + jQ(x—) 


et donc : G(x)=- 


tancp 


= Q(--x) avecVx cosq>>0 


1 +- q 2 ( x -- )2 


x —> 0 

G(x) = ~q S — 

G dB (x) = 20 log x - 20 log Q+20 log G „„ 

71 

9 = 2 

X=1 

G(x) = G n „ 

G dI (x)=201ogG mo <0 

tp = 0 

X->o° 

O 

X 

II 

oLP 
« Il 

G dB (x) = —201og x - 201ogQ+-201ogG nna , 

7C 

<p= ‘7 

L’allure des courbes G^lx) 

Q > i 

et cp(x) dépend de la valeur du facteur de qualité Q : 
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• *i hIuii I.i Imil lion de transfert du quadripôle. 

Z|<//C 1 

. . i--- ï— r 

K l +Z RHC 1 + (R + ——)—— 
K co ’"' 1 - jCcoX„ c 


1 


l + (R+-2-)(2 + jCa» 
jCcû R 


h mi ||(|io) 


_ 1 _ 

l * jRC(o+ T 


jRCco 


1 


_1 

3 


Cû 0 G) 3 CÛ n CO 
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Exercices 


On en tire : 


G(û>) = 


9 G) n CO 


1 . CO © 0s 

tantp = — (--) 

3 © 0 cù 


On reconnaît un filtre passe-bande centré sur û^, de gain maximal G max = ^ et de facteur 

de qualité Q = 4 A la sortie du quadripôle, nous aurons par superposition : 

u s = G(© 0 )cos(© 0 t + cp(© 0 )) + G(3co 0 )cos(3© 0 t + cp(3œ 0 )) 

Les calculs donnent : 

G(co 0 ) = 0,333 cp(co 0 ) = 0 et G(3© 0 ) = 0,249 cp(3co 0 ) =-0,72rad 
on en déduit : 

|U s (t) = 0,333 cos(Q 0 t + 0,249 cosÇ3co 0 t — 0,72^] 


Exercice 8 

On dispose d'une bobine de 0,1 H et de résistance nulle, d’une résistance variable de 
10 £2 à 1000 Q. et d'une capacité variable de 0,1 pF à 500 pF . 

1) A l'aide de ces 3 dipôles, proposer des montages se comportant comme des Filtres 
réjecteurs (coupe-bande) centrés sur la fréquence de 50 Hz et de gain nul pour cette 
fréquence. On étudiera la sélectivité des montages et on donnera les valeurs de R et C à 
choisir. 

2) En prenant le meilleur montage, préciser alors le signal V s (t) que l'on récupérerait à la 
sortie du filtre si le signal d'entrée est un signal de faible amplitude, parasité par le 
secteur, du type : 

V c (t) = 5 cos (4cù 0 t) + 0,1 cos (cû 0 t) ( afo désigne la pulsation du secteur). 


1) Cherchons la manière avec laquelle il faut disposer les trois dipôles R, L, C pour 
obtenir cc filtre réjecteur. 

A priori, un tel filtre va se présenter sous la forme : 



Si l'on cherche un filtre réjecteur tel que G(o^) = 0, il y a deux solutions possibles : 

1) Choisir Zj telle que Z^cù^) = 0. 

2) Choisir Zj telle que Zj(ci\j) soit infinie. 

Dans le premier cas, il faut monter L et C en série : 

L c 

-- 1 |- Z 2 = = 0 pour œ 0 = 
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I ' m le deuxième cas, il faut monter un circuit bouchon L// C : 

Hh ii 

+ jC© = 0 pour © 0 = - y— 


Il v h donc deux montages possibles : 


Zj jL© 


L 


î 41 

\ / 

hPIî 


a a 


_J 


T 


montage 1 


montage 2 


I >;in. les deux cas, il faut choisir le condensateur tel que LC©„ =1, d'où : 



Il noir, Imtt maintenant étudier la sélectivité des deux montages. Pour cela, commençons 
put i .denier In fonction de transfert du 1 er montage : 

j( Ixo-~-) i , 

ll(jtû) -CflL_ = - 1 1 


1 


R + j(L<B-J_) 1 +- 

C “ j(U»--p) 

C© 


1 + 


1 


Ln ) 0 (0 û)„ 

R V co 


1 + - 


jQ(x--) 

X 


L© n 


I ■ l.u iriir de qualité du réjecteur vaut Q = ^-^, et il faut donc prendre la valeur 

R 

mliilnmlc de R pour avoir Q maximum. 

R = ion 


Q = î^ = 3,l 
R 


l'ouï l«- deuxième montage : 
ll(|(D) - -—;-= - 


1 


R+ j R Jf(—-^) i«*~> 

j(U 0 -JL) VL co 0 B x 

[C R 

Q = = RC © 0 = —, et il faut ici prendre la plus 


C© 

I • l»n mu de qualité vaut 


L©, 


- = 31,7 


' iiuli n MNtnnce R possible, c'est à dire : R= 1000 Q => 
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Exercices 


Le meilleur montage est donc le second 


2) Si le signal d'entrée vaut V e (t) = 5 cos (4a> 0 t) -h0,1 cos (Cù 0 t), le signal de sortie 
sera tel que : 

V s (t) = 5 G(4co 0 )cos(4(0 0 t + <p(4(ü 0 )) + 0,1 G(co 0 )cos((o 0 t + <p(Cü 0 )) 

avec : 


G(co) = 


tan(p(cù) = 


1 + - 


q (—— u -r 

Û3 0 œ 


Q(—O) 
co n © 


Les calculs donnent : 


G(4cû 0 ) = 1 tp(4cû 0 ) = 8,4.1(T 3 « 1 
G(cd 0 ) = 0 <P(œ 0 ) = - 


D’où le signal de sortie : 



Le montage correspond à un suiveur et la tension LT ne peut être que positive vu le sens 
passant de la diode. Nous aurons donc : 

-20 V < U < 0 
0 < U <15 V 
15 V < U <20 V 

D'où le graphe de U' : 


U' = 0 
U’ = U 

U’ = 15 V (saturation de l’AO) 
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I Miilir 10 

h• i . .. ion tir Nortir U, en fonction des deux tensions d'entrée U, etU 2 . 



i l'H'i. h 111 « • « * i » * i m * de Millman aux entrées inverseuse et non inverseuse. Pour cela, 

i c . I< |M.ieuiirls des différents noeuds. 



\ l • nit (V non in verseuse : 



R, R, 

il «livtMMii dr tension entre U j et la masse donne aussi rapidement le résultat ) 
\ lu Innitr IlivriHOuic : 

Ua_ + U s _ 

V , » 2 + r~ = u 1 ± u l 

-U-L ' 2 ■ 

r 2 R 2 

• ' 1 Ituii noim.int ru régime linéaire, nous avons V + = V. d'où: 



11 I n lt n uilhit final, un tel montage est appelé "soustracteur". Beaucoup de montages 
ni.ni une t dation entre la tension de sortie et la (les) tension(s) d'entrée qui 
>■ p Mil / J attribuer un nom particulier. On peut citer par exemple : montage suiveur 
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Exercices 


( O s ~ U e J, montage amplificateur non inverseur ( TJ=KU e ), montage amplificateur 
inverseur ( U s ——KU e ), montage sommateur ( U S =U 1 +U 2 ), montage intégrateur 

( U=K \ü e dt ), montage dérivateur ( U=K -- ). 

J dt 

2) Le théorème de Millman est très utile pour étudier les montages comportant des AO. 
Il évite la plupart du temps les calculs lourds que l'on rencontrerait en utilisant les lois 
de Kirchhoff. 



Si l'AO fonctionne en régime linéaire, nous aurons V + = V.= 0. 


U e <0 

La diode est dans le sens passant. Nous avons i = - — et la tension aux bornes de la 

R 

diode étant nulle, l'AO fonctionne bien en régime linéaire d'où : 



U e >0 

La diode est bloquée. Nous avons alors i = 0, V = U e , V + = 0. L'AO fonctionne en régime 
saturé et : 



Le graphe des courbes U e (t) et U s (t) est le suivant : 
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Remarque 

On peut résoudre cet exercice en modélisant la diode par un résistor avec l’équivalence 
suivante : 


U e < 0 => diode passante => R diode = 0 
U e > 0 => diode bloquée => R diode = °° 

D 

Le montage est ainsi assimilable à un montage inverseur U s =- Osés.u et i es 

R 

résultats sont immédiats. 


Exercice 12 

1) Calculer la fonction de transfert du montage suivant. 

2) Comment se comporte le montage en basse fréquence ? Préciser alors la relation 
mathématique liant U s (t) à U e (t). 

3) On fait fonctionner ce montage avec une tension d'entrée U e de forme triangulaire 
d’amplitude E. La période T du signal est telle que T » RjC et le montage est réalisé 
avec R » R,. 

Préciser la nature du signal U s (t) et tracer sur un même graphe l’allure des signaux U e (t) 


R 



1 ) Le montage est du type "inverseur" et en notation complexe : 



R 


R, 


+— 

jCw 


jRQo 
1 + jR,Cü) 
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Exercices 


1) En basse fréquence, R 1 Coo« 1=> H( jcû ) = - jRCo). Cette fonction de transfert 
correspond à une dérivation avec une constante de proportionnalité égale à -RC. Le 
montage se comporte donc comme un montage dérivateur et : 


U s (t) = -RC 


dü e (t) 


dt 


3) Considérons le signal triangulaire suivant : 



|<t<T : U e (t) = -at + b'=-~M + 3E 


U s (l) = -RC 


dU c (t)_ 

4RCE 

dt 

T 

,dU c (t) _ 

4RCE 
+- 

dt 

T 


Le signal U s (t) est donc un signal créneau d’amplitude E'- 


4RCE 



Remarques 

1) La condition R » R, est indispensable pour pouvoir visionner U s (t) avec une 
amplitude correcte. En effet, le montage est assimilable à un montage dérivateur que si 


T » R,C et ceci implique que 


4R,CE 

T 


est une tension très faible. L'amplitude du 


signal de sortie valant ———, il faut donc bien prendre R >> R-i • 

2) Il est intéressant dans cet exercice de faire intervenir les séries de Fourler des 
signaux "triangulaire" et "créneau ", et de voir le lien mathématique avec la fonction de 
transfert H_( jco J= - jRC(ù. 

Si l'on considère les signaux d'amplitude Eet E' représentés sur le graphe, on peut 
montrer que leur décomposition en sérié de Fcurier est respective ment. 
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Signal triangulaire : 


Signal créneau : 


4E' 


cosœt + l-J cos3ûX-\- .+ 


2p + 7 


cos(2p + l)cut + . 


ü s (t) = — ~^sinûJt+-sin3ûX + .+ — —sin(2p+l)œt+ \(1) 


La fonction triangulaire étant paire, la décomposition est en cos(nca), tandis que la 
fonction créneau étant impaire, sa décomposition ne comporte que des sin(nûX). 

La fonction de transfert Hfjû)' )=-jRCœ' correspond à un gain G(œ r )=RCcû‘ et à une 

phase <f(oj )=. — 2L gi le signal d'entrée du montage est : 


UJt) = 


8E 


cos cot +1 - I cos 3ca f +.+ 


2p + l 


cos(2p + l )ax + .. 


Nous aurons à la sortie en prenant û)' = (2p + l)œ pour chaque terme : 


U s (t) = 


8E 


RCû)cos( ox -)+.+ 

2 


1 


2p + l 


( RC( 2p + l )œ)cos((2p +1 )ca- 


U s (t) = - 


8ERCco f 


| cos(ûX-j)+^cos(3ûx~)+ ^— cos(( 2p + ])ctx- 

43 2 2p+l 




2n 7i 

comme û) = et cos( x — — ) — sinx, il vient : 


U s (t) = 


16ERC f 

~r 


sinûx + — sin3ûX + .H- sin(2p + l )ûx + .. 

3 2p + ] 


On trouve une expression similaire avec (1). Le signal de sortie correspond donc à un 
4ERC 

signal créneau d'amplitude E' = ——— et nous retrouvons le résultat de l'exercice. 



c « 


N) I ^ N» |- ^ 
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Exercices 


Appliquons le théorème de Millman aux bornes inverseuse et non inverseuse de l'AO : 


U_ =- 


U s u e 

—- -j- —— 

R 

R 


U,+-U R 


U + : 


jCûoU c +- 


0 


R J RCco 


1 1 + jRCûù 

jCt0+ Ë 


En fonctionnement linéaire, nous avons U + = U. d’où : 


U.+LL 


jRCo 


2 1 + jRCo) 

On en tire la fonction de transfert : 

H(jOû) = - 


r 2jRCco 1-jRCoo 

U ‘ ^ ~l 1 + jRCtû T' 1 + jRCco ' 


jRCcù 

1- jRCto 
1 + jRCco 


Nous avons alors G(œ) = 1 et ip(cù) = n-2 tan 1 (RQo). Le montage déphase donc le 
signal d'entrée tout en gardant son amplitude. 


On peut donc l'appeler montage "déphaseur" 




Electricité 


- 147 - 


Calculons l'impédance d’entrée Z = =p du montage utilisant l’AO. Pour cela, calculons 
i. Nous avons i = + i 2 avec i, = Ll et i 2 = L ~~ s d’où : 


i = f—+—lu --Lu. 

■ l R , R 2 r e r 2 ~ s 


Exprimons maintenant U s en fonction de en utilisant le théorème de Millman à la 
borne inverseuse : 


U e 

jCcoU s +“ 

0 = -— - - R j , 


U . = — 


jCco + — jRjCcù 

R. 

On en déduit l'expression suivante de i : i = ( — + + _ * 


R, R 2 jR^Ctop 5 - 


d'où : 


i=± + ± + _i_ 

Z R, R 2 jR,R 2 Cco 


Le montage R//L a une admittance complexe A = — = — + —L identifieation on 

Z R jLco 

obtient : 

Remarque 


R = 


R,R. 


Ri + R 9 


On peut vérifier rapidement l'équivalence en haute fréquence. Le montage R//L se 
comporte comme une simple résistance R, et le condensateur se comportant comme un 
fil, l impédance d entrée du montage AO correspond aux deux résistances Rj et R 2 
montées en parallèle. 


Exercice 15 

Soit le montage suivant : 

rU 




1) Montrer que ce montage correspond à un filtre passe-bas du deuxième ordre. Préciser 
sa pulsation de coupure. 

2) Tracer l'allure de la courbe G dB = f (Logco) en précisant les asymptotes. 

3) Par quelle(s) modification(s) simple(s) peut-on transformer ce filtre en passe-haut 
du deuxième ordre ? 


7 /tLv/ 


77777777777777777777777777777777777777777 
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Exercices 


Hhr 5 



Repérons tous les potenüels aux différents noeuds du réseau : Ü , U, , IL = U = Us- 
sSquement, on peut voir que U, e, U s sont reliés par un diviseur de tension tandi 
que U° U et U, peuvent être reliés en appliquant le théorème de Millman. En exploitant 
?es deuxTelations, on obtiendra l'équation liant U, à U, et donc la fonction de trans e . 

Diviseur de tension liant U, à Uj : 

1 

U s = _£L_U i= >U L = (l + jRC(0)U i (l) 

R + —— 
jCœ 

Millraan au point de potentiel Uj : 


U,= 


R 


+ ( jCcû+ ^ 

jcw+ ! 


=> u> = 


U c +(l + jRCco)U, 
2 + jRC(û 


( 2 ) 


En combinant les relations 1 et 2, on obtient : 

U s (1 + jRCûo)(2 -f jRCœ -1) = U,( 1 + jRCcù) 2 = U* 

D’où la fonction de transfert : 

U s 1 

H(jœ)-— - + j RC cû) 2 

Le montage correspond bien à un filtre passe-bas du deuxième ordre. 

le gain du filtre est G = J x —■ Son gain maximal vaut G ml =l (to = 0 ) et sa 
l + R L (ù 

pulsation de coupure (û t sera telle que G«ù c ) = -^. Nous obtenons donc : 

14 R 2 C 2 0) c ! =^2 => 
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2) G = 


1 + R 2 C 3 tù 2 


co-*0 

G = 1 

(0 —> OO 

G ~ . 


R' 

1 

_ 1 

(0 =- 

G = — 

RC 

2 


g jb =o 

G a „ = -4Ü log RC - 40 logto 
G dB = -6dB 


D'où l'allure de la courbe G dB (Logto) : 



3) Nous avons dans ce montage G = 


~ 2(0 2 • Pour transformer ce montage en passe- 


haut, il suffirait de modifier celui-ci pour obtenir un gain de la forme G = ^ 

A ' 2 

1 + 


U y a deux méthodes simples pour obtenir un tel gain : 


a) On change les condensateurs C par des inductances L de résistances négligeables. 
Nous aurons alors —--» jLco et la fonction de transfert sera H(ia>) =_ * 

J a + -^f 

jLco 


correspondant à un gain G = - 


1 


1 + - 


L : co 2 


b) On permute les condensateurs et les résistances dans le montage. Nous aurons alors 

pour 


R et R —> et la fonction de transfert devient H(jco)= * 


jCco 

un gain G = 


jCœ 


14-L-T 

jRCcoJ 


1 + - 
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Exercices 


Exercice 16 


Centrale 



B 


E 

/K 

V 

2 

“f 


1 ) Déterminer la fonction de transfert P - 


y* 


i 

du quadnpôle. On posera cù 0 = ^7- 


2) On note B le module de fi et q> son argument. Etudier puis tracer les graphes des 
fonctions p = f(to) et q> = g«o). Donner en particulier la pulsation o^i du maximum de |i 
et la valeur du gain correspondant. 

3) Quelle est la nature du filtre ainsi constitué ? Déterminer la bande passante Atü et e 

facteur de qualité Q = Cù / Aco de ce filtre. f 4 nnp 

4) Le quadnpôle est alimenté par un générateur de tension parfait et ferme sur une 
résistance d'utilisation infinie. Déterminer son impédance d'entree et son impédance de 
sortie en fonedon de R et Oûq. Lorsque 01 = 0^, les expnmer en fonction de R seulement. 


1 ) voir exercice 7, le résultat est : 


2) L'expression précédente donne : 

]_ 

R = - 3 - 


i 1 v œ 

1 + -J(- 

3 (û 0 


0 -) 

CÙ 


9 co 0 œ 


-i, œ 

cp= tan ( -(-) ) 

Y 3 cù (D 0 


_ p est nul pour Ci) -» 0 et 01 ~ et est maximum pour 0) M = (Ou avec p(t%) = P M =D3- 

_ <p bascule de | pour pour tu» D'autre part tp(to 0 ) = 0. 

On en déduit l'allure des courbes : 


G <P 




3) L'expression de P montre que le filtre est un passe-bande centré sur «V de gain 
maximal 1/3 et de facteur de qualité 1/3. Sa bande passante vaut 3t% 
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■ 

■ 

■ 

m 

m 

m 


A‘i R C | 

A — Lvrn _ 

!_ E 

^ 1 


KJ- 


I impédance d'entrée est définie par Z e =^-. L'impédance de sortie Z, correspond à 

il 

i impédance équivalente de Thévenin vue entre les points H et F. 

Nous avons donc : 


Z. = R +~+- E ~ = R( 1 - j ^+- 

jCû) R I 1 J Cû , , . CÛ 


jCû) 


D'où : 


Z C =R 


3+j(———) i 
œ n « 


1 + j 


. CÛ 


•1 + j- 


I '• hii la sortie, l'impédance équivalente est : 



I >’où : 


= jCco+ —+ 
Z. R 


R + - 


-=^(i + j^ + 

. R ®n 


jCo) 


, , 3 +j(—-^2.) 

1 _s _ 1 CÛ 0 (Û 

; ©0 ] R 


i-j^ 

Cû 


i-A 

co 



*'• " ,l w= ( 1 )^, = Oü^, nous obtenons : 
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Problèmes 


Problème n°16 


' ~ d’après Ecole de Y Air 

/ pression de la loi des nœuds en tenues 



e (t) est une tension sinusoïdale de fréquence f. 

A.1) Ecrire les fonctions de transfert des deux montages : 

H 1 (j©) = = et H iOd>)- g • 

A.2) Etudier le comportement de ces d'eux circuits en BF et en HF. 

la fréquence de coupure. 

, . „ f _ 1000 Hz et une amplitude de 2 V. Donner les 

caractfaisüqu» des^signaux deTonie dans chacun des deux montage. 


B . Etude d'un filtre coupe bande toujours les roên , e s valeurs. 

B.l) On réalise maintenant le circuit suçant, K 6 


R R 
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On donne pour ce circuit la fonction de transfert : H 3 (jco) — ^ - 


1 


4jRCco_ 

1-R 2 CV 


Etudier le comportement du circuit en HF et en BF, retrouver le comportement à partir 
de la fonction de transfert. 


B.2) Justifier le nom de filtre à réjection ou filtre coupe bande. Donner alors les 
pulsations de coupure de ce filtre. 

B.3) Tracer le diagramme G(co). 

B. 4) Donner le signal en sortie quand on applique à l'entrée de ce filtre e(t), signal 
sinusoïdal de fréquence f = 1000 Hz et d'amplitude 2 V. 


C - Filtre passe-tout. 


C.l) On réalise le circuit suivant : 


Quelle est la fonction de transfert H 4 (j(ü) = = de ce circuit ? 

C.2) Etudier le comportement du circuit en BF et en HF. 

C.3) Tracer le diagramme G(Cû) de ce circuit. 

C.4) On applique à l'entrée la tension e(t) précédente, donner les caractéristiques du 
signal de sortie. 
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JProblèmes 


Corrigé 


A.l) montage a : 


H,(jü» 


jC©~ _ 1 

- Rj-f- - l+jRCco 
jC© 


cz> 


montage b : 


H 2 (jC0) 



RI 


RI + - 


jCco 


jRCco 
1 + jRC© 



A.2) Comportement en B.F. : © 0 

montage a : l'impédance du condensateur tend vers l’infini et le courant devient nul ; on 
aura donc v, = e car la chute de tension aux bornes de R sera nulle ; le gain sera donc 
égal à 1. 

montage b : le courant i sera nul pour la même raison, donc v 2 = 0 et le gain sera nul. 


Comportement en H.F. : © —» oo 

montage a : l'impédance du condensateur tend vers zéro, donc v, devient nulle ainsi que 
le gain. 

montage b : comme l'impédance du condensateur devient nulle, il en est de même de la 
tension à ses bornes et donc v 2 sera égale à e et le gain tend vers 1. 

Le montage a est donc un filtre passe-bas et le montage b un filtre passe-haut. 

A.3) Tracé des courbes du gain. 


Montage a : le gain correspond au module de HjQcù) ; donc 


G,=- 


1 


(1+-R 2 C 2 © 2 )* 


Pour © - 0 => Gj - 1 ; pour © -» °° => G t —> 0. On vérifie que = 0 en © = 0 

d© 

La pulsation de coupure à 3 dB est donnée par G 1 (© c ) = -L ; il faut donc résoudre 

v2 

l’équation- - --=_!=. 

(1-+R 2 C 2 © 2 ^ ^ 

d'où © c = -L = 6250 rad.s 1 et f c = 995 Hz. 

KL 
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h hilifuge b : on a de même : 


G, =- 


RC© 


I’oiir (O » 0 on a G 2 = 0 ; pour © => G 2 -4 1. On vérifie que -^2. = RC en © = 0 

d© 


1 ’• "i* irouver la pulsation de coupure, il faut résoudre : G 2 =- 


RC© r 


(1 + R 2 C 2 ©; 


;) rv2- 


< >n trouve de même : © c = _L = 6250 rad.s~ ! et f c = 995 Hz. 
RC 


1 1 uré des courbes du déphasage. 


Monture a : le déphasage <p, de v, par rapport à e correspond à l'argument de H,(jto). 
On a donc tan(<p,) = -RCto ; soit <p, = 0 pour (û = 0 et <p, = p0U r a> -> 

.. . b : le déphasage <p 2 de v 2 par rapport à e correspond à l'argument de H,(itoi 

( >11 II 


' '' >,,c ( P 2 ~ ~ arctan(RC©) ; soit q> 2 = y 


pour © = 0 et tp 2 —> 0 pour © —> oo. 


A,D Montage a : pour f = 1000 Hz, on a G, =-!-- = 0,71 ; donc l'amplitude 

(i+r 2 cV) 5 

i' v, sera égale à celle de e(t) multipliée par G, soit 1,42V. 

I l ou aura <p, = arctan(-RCco) = -0,788 rad.. Donc v, sera en retard de -0,788 rad. sur 

»Mt), 


Moulage b : pour f = 1000 Hz, ona G 2 =-- , =0,71 

(l+R’CV)’ 

11 Va *= — - arctan(RCto) soit (p 2 = 0,78 rad. 

I >onc v 2 a une amplitude de 0,71.2 = 1,42 V et est en avance sur e(t) de 0,78 rad. 


WA) 

( «mportement en B.F. : les condensateurs se 
» < importent alors comme des résistances 
ml mies ; aucun courant ne passe dans les 
insistances R et donc v 3 sera égal à e et le gain 
• < m égal à l'unité. 


R R 



< dn se vérifie dans la fonction de transfert proposée ; si © —> 0, on voit que H 3 -» 1 
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Problèmes 


SteT^ a e LoreV-ea°f B T tem ^ COn, P ortent alors «me des court- 
encore v 3 _ e et le gain sera encore égal à l'unité. 


Si “ “* “• la Onction H 3 sera équivalente i 


module sera bien égal à 1. 


1 


4jRCco 


1 +- 


-R 2 C 2 oo 2 


i + - 4 I 


!-» 1. Et le 


-RCæ 


1 


B.2, On voit facilement que si RCto = 1 soit co = - alors h 3 sera „ uIle . U filtre 
coupe donc une bande de pulsation autour de ©; c'est un filtre réjecteur. 

Les pulsations de coupure sont données par : |H 3 (jco c )| = _L 

V2 

|l-R 2 C 2 m 2 | 


Il faut donc résoudre l'équation : - 




((1 - R j CV) 2 +16R 2 cV)2 

en posant x = RCto et en élevant au carré : (1 - x 2 ) 2 = I6x 2 soit 1 - x 2 = ±4 X 

On en tire deux solutions positives : x. =4 24 et x -ntv 

en déduit: ' ’ x 2 - 0,236 et comme x = RCto on 

E = 26500 rad, 1 et to^, = 1475 rad.s'l 


B J) Le gain correspond au module de H 3 ; soit G 3 = - 


1-R 2 CV| 


((1-R 2 CV) 2 + 16R 2 cV) 2 


On 3 vu ( > UeG ^ 1 si 02 0 et si o) -» 00 e . G 3 ^0 si ©=_U 6250rad , 

La phase tp 3 de v 3 est l'argument de H 3 (jta) ; soit (p 3 = -arctan(-i^^_t 

„ 1-R 2 CV ; ' 

Si (B —> 0, tp 3 —» 0 ; si to —> 00 < q> 3 _ n . s j _ _J_ = _X 

RC ’ V2 2 ' 


B.4) Pour f = 1 000 Hz on a le gain G 3 = - 


1-R 2 C 2 o) 2 i 


(0 - R ! c V) 2 + 16 R 2 C 2 ü ) 2 )2 


= 2,6.103. 


Le signal de sonie aura une amplitude de 2,6.103.2=5,2., fr 3 V ; fl est doncatténué . 
U phase sera donnée par : 93 = -arctarf^g-) = Um rad 
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« I) 



Avec le théorème de Millmann en A (loi des nœuds en termes de potentiels) : 
R _1_ 

v 1 =-^^ d . où V4=e lzJRÇto 

—+jCco ~ 1 + jRCco 

R 


et donc 


H _ 1 - jRCcü ! 
|~_1 + jRCcùI 


C.2) Comportement en BF : 

Le condensateur se compor te comm e une résistance infinie ; donc 
circule dans la maille ; on a |v 4 = e| 

Comportement en HF : 

le condensateur se comporte comme un court-circuit ; et |v 4 = - e J 


aucun courant ne 


C.3) Etude du gain : G 4 = |H 4 | = = 


-1 ; on voit que le gain est constant et égal à 


l'unité quelle que soit la pulsation ; c’est bien un filtre 


passe-tout. 


Etude de la phase : <p 4 = arg(H 4 ) = -2 arctat)(RC©). 

Si © = 0, tp 4 = 0 ; si © —><*>,tp 4 —>-jt;sito = —— > q> 4 = 

RC 2 


C.4) Si l’amplitude de e(t) vaut 2 V, i, en sera de même pour celle de v 4 puisque le gain 


Onaura tp 4 =arg(H 4 ) = -2arctan(RC©) =-1,576 rad. pourf= 1000Hz. 
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Problèmes 
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Problème n°17 


d'après ENS AIT 

' .•'"MlATOMTs requises: notation complexe; fonction de transfert; diagramme de 
lloilt' 



R 

groupement 



groupement g 2 


I ) ( )n considère les deux groupements g, et g 2 ci-dessus pris séparément alimentés en 

• <»mnnt sinusoïdal à la pulsation ©. 

11)1 )élerminer C et R pour que les deux groupements soient équivalents entre A et B. 

I 2) Pour quelle valeur de co a-t-on RC = R’C'. Exprimer ©en fonction de R et C. 

2) On associe les deux groupements g, et g 2 pour obtenir le montage suivant alimenté 
l'.ii une tension alternative sinusoïdale de pulsation © avec R' = R et C’ = C. On note V 

• i V S| les amplitudes complexes associées aux tensions d'entrée et de sortie. 





V ^ 

’.l ) Calculer la fonction de transfert complexe T, = = en fonction de x = RC©. 


2.2) On étudie le montage suivant utilisant un amplificateur opérationnel 
pi end R 2 = aR,. 



parfait. On 



V 
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Pwblèmes 


s 2 

2.2.1) Calculer la fonction de transfert complexe T 2 = = f(a,x). 

2.2.2) Pour quelle pulsation Cû 0 , T 2 = |T 2 | est-il minimal ? 


2.2.3) Tracer la courbe représentant 201og(T 2 ) en fonction de log(o) pour les valeurs 
numériques ci-dessous. 

Etudier alors les points intéressants. 

2.2.4) Déterminer les pulsations ©, et © 2 aux extrémités de la bande non passante à 
3dB. 

AN: R = 4,7 k fl C = 33nF Rj = 6,6 Ul R 2 =3,3k £1. 

Calculer numériquement Cûj et (ü 2 . 


Corrigé 


1.1) Les deux dipôles doivent avoir la même impédance. 


—= R'+—!— d'où 0 = l-R’C’RCco 2 + jca(RC + R’C’-RC’) 

r+ _L je® 

jCû) 

Il faut que la partie réelle et. la partie imaginaire soient nulles ; d’où le système suivant : 
1 = R’C’RCffl 2 et RC + R'C'-R C'= 0 ; 


on en tire que 


C’=C+ 


1 


R 2 Ccù 2 


R'=R 


1 


1+R 2 C 2 © 2 


1.2) On a RC = R'C' si 



2 . 1 ) 



Soient 2 l l’impédance complexe du dipôle formé par R et C en parallèle et Z 2 
l'impédance complexe du dipôle formé par R et C en série. 
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Z,=- 


jC(p 


R + - 


jCco 


R 

1 +jx 


et Z, = R -)- : 

— jCto 


1 +jx 
jC© 


en posant x = RC©. 


( )n a d'après le diviseur de tension : 




j* 

r 

l-x 2 +3jx 



En appliquant le théorème de Millmann aux tensions complexes, c’est-à-dire la loi des 
nœuds en termes de potentiels à l'entrée non inverseuse : 


v Vo v v c 

e ^ s 2 e s 2 

Rl R 2 t. rr V - N Rj R 2 rr 

T = X=-^ car dou ~i f' = ^ 
—+— 1± —+— 

R, R 2 Rj R 2 


et —+ = = T,(—+—) carT 2 ==; orR 2 = aR. d’où a + T 2 =T.(l + a) 
R, R 2 -R, R 2 — v e 2 1 — - 


, _ It, jx(l + a) 

et en remplaçant par son expression : B = j~ a 


2.2.2) Réduisons au même dénominateur : T 2 = ———— 

— 1 - x 2 + 3jx 


On en déduit 


it le module : |t 2 =( 


x 2 (l-2a) 2 +aV-l) 2 2 
1 9x 2 +(l-x 2 ) 2 j 


T 2 est minimum lorsque = 0 ; la dérivée est nulle pour x = 0 et pour x = 1. 

La solution x = 0 correspond à © = 0, c'est-à-dire à la limite du courant continu. 

La solution x = 1 correspond à © 0 = —= 6447 rad.s _1 . 

RC 
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Problèmes 


2.2.3) 


X 

0) 

log CO 

T 

2 

20Iog T 

0 

0 

— l'infini 

a 

- 6dB 

infini 

infini 

+ l'infini 

a 

- 6dB 

1 

CO 

0 1 

3,81 

0 

— l'infini 


Courbe : il s'agit d’un filtre réjecteur qui élimine la pulsation cq,. 



2.2.4) La bande non passante est limitée par 201og(T 2 ) = -9dB ou par T 2 = -i- puisque 
a est le maximum de T 2 . >/2 


On doit résoudre * ~ ^ 2a) 2 +-a 2 (x~-l ) 2 ] 

2 9x 2 +(1 —x 2 ) 2 aVeca = 2 - 

On obtient l'équation : 0= x 4 -llx 2 -t-l 


dont les solutions positives sont : x, = 0,3027 d'où (û, =-i-= 1951 rads ' 1 

RC 
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Problème n°18 


d'après Centrale-Supelec 

( onnaissances requises : notation complexe ; fonction de transfert ; filtre actif à AO. 

I jc montage utilisé est représenté sur la figure. On l’étudie en régime sinusoïdal forcé de 
pulsation (0 en utilisant les notations complexes. L'amplificateur opérationnel est idéal et 
en régime linéaire. 



Y 2 

l ) Etablir l'expression de la fonction de transfert : H = = 


2) Reconnaître, à un coefficient multiplicatif près, une fonction de transfert que l'on 
précisera, obtenue à partir d'un circuit R, L, C série. 


3) Mettre H sous la forme réduite H = 


i +jQo(—-—) 

(O n 0) 


où n'interviennent que la 


pulsation û), la pulsation de résonance to 0 , le facteur de qualité Q 0 , et le coefficient 
multiplicatif maximum H 0 . On précisera les expressions de H 0 ,(ù 0 et Q 0 en fonction des 
composants utilisés R|, R 2 , R 3 et C. 


4) Rappeler l'expression de la bande passante Àco à -3dB du montage à partir de (ù 0 et 

Qo- 

Quelle est la relation simple liant les pulsations de coupure Gû, et œ 2 à Cû 0 ? 

5) Les résistances Ri, R 2 , R 3 sont en fait des potentiomètres dont on peut choisir 
continûment la valeur entre 0 et 100 kfl. Montrer qu'alors les caractéristiques du filtre 
peuvent être choisies indépendamment les unes des autres. On veut obtenir une bande 
passante comprise entre les fréquences 300 Hz et 3400 Hz. 

Déterminer les valeurs numériques de coq, Àco et Q 0 . 

Calculer le coefficient Hq, sachant que R, = 4R 3 . 

Calculer Rj, R 2 , R 3 pour C = 100 nF. 
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Prcblèmes 


Corrigé 


i) 

Appliquons la loi des nœuds en termes de 
potentiels, au noeud N et au noeud M. en 
utilisant les amplitudes complexes : 

jCcoVj 
V - n ) — 

1 i 

^+- + 2 jC(û 
Car ^M. = V ^=^=0 

= +JCtnV H 

et 2k=*o~^- 

- + i c to 

On en déduit . V^-jf^CoiV,. ^ y - ^ 

— jRjCto 

V, . 

En reprenant la première équation : V N = - = R, + jC “^ 

~ jRaCtÛ "T ï ‘ 



S777 


✓7777 


On en déduit : 



U) 


2) Pour un circuit R, L, C série, avec sortie aux 

bornes de R, on a la fonction complexe de L c 

v - —W^T 1 - 

transfert: H = =i = . 1 ^ 


^ l+j——i_ 

„ R RCœ 

On retrouve donc bien la même forme au 

coefficient --— près. 

2R. 


R 


3) En identifiant (1) avec la forme proposée dans l’énoncé, on 


Qo 

% 


R 3 0 i ï 

et 


ï 
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m I llllll 


L. ( I 

■+ 1 1 1 

L_ Ri 

r 2 R 3 C 2 




•' 1 ' l'imtli’ (HisMinte à 3 dB est donnée par : 


Aco 


rüj 

Qof 


1rs pulsations découpure, on doit résoudre : |H| = 


jï+Qfc-ÿ Æ 


. : ce qui demie l’équation :Q 0 x 2 ±x-Q 0 =0 et les deux solutions 


X, lH/ 1+4Q o et x 

2 *3» ' 2 ' 2Q 0 


•• l'iodull des racines est égal à 


t X . X 2 ~ 1 1 


.. «léduit. d'après la définition de x : 


0 ) o 

•• 11 i bande passante est : A ® = ^ = — ; le choix de R 3 permet donc de fixer Aco. 


' ' 1 , o ? R ' ’ : en choisissant ensuite R,, on fixe donc Hq. 


1 ' ’ ( R, + ^ Rl? ; en temiinant avec le chok de R 2 > on R xe donc co 0 . 

\ N eu, = 271300 rad.s 1 ; co 2 = 2713400 rad.s* 1 ; |o3 0 =7m,fl) 2 = 6346rad.s 1 | 


ilftü? (l) - ~- (Â) » = 19478 rad - s i : L = = 0,3258 ; (h 0 =^- = A. = o ,125 

rc 'I fl 2 R t 8 R 3 


<■>„ 2 

- ; on en tire 


On r 3 C 

' j^(~ f ~“) ; on en tire jR 2 - 5939 fl| 


; |Ri = 4R, = 4097 fit 
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Problèmes 


Problème n°19 


d'après ENSIL 

Connaissances requises : notation complexe ; loi des nœuds en tenu s de potentiels ; 
fonction de transfert ; filtre actif à AO. 

1) Le dipôle représenté sur la figure utilise un amplificateur opérationnel idéal en régime 
linéaire. 



1.1) Calculer l'impédance d'entrée Z, = Montrer que le circuit est équivalent à un 
circuit série dont on déterminera les éléments R c , L e , C e . 


1.2) Calculer la pulsation de résonance le facteur de qualité Q et la bande passante à 
3dB. 

Application numérique : Cj = 100 gF ; C 2 = 100 pF ; R = 1 k£L 

2) On considère le montage suivant où l’AO est idéal et en régime linéaire ; Z l 
représente le dipôle de la question 1 ). 

R 



2.1) Calculer le gain G v = —Pour quelle valeur de R' et de (D le gain est-il nul ? 

2.2) Pour la valeur de R' précédemment fixée, représenter graphiquement le module de 
G v en fonction de la pulsation Où. Calculer les pulsations 0 )j et correspondant à un 


Electricité 


IC»0 


Aüî eu, • ü), 

affaiblissement du signal égal à 3 dB. Donner l'expression de : — = et du 

(ù„ ü)„ 


facteur de qualité Q' = —- en fonction de C, et C 2 . Conclusion ? 
Aco 


Corrigé 



1.1) L'AO étant en régime linéaire V A = V B . Utilisons les amplitudes complexes. 

nous voyons que : V. - V A = - 7 —^—Ij 
jÇ 2 C 0 

pour trouver Z, il faut donc exprimer V A . 

Appliquons le théorème de Millmann en A et en C 

vjc^+tt 

Va== -p-; ^=2- 

jC,co + — — + jC,co 

J ‘ R R J 1 

I )ans la première équation, remplaçons V c par son expression fournie par la seconde 
équation et développons : 


1 1 

( • 4 jC,ü))V A = jC, 0 )V, 4-—Æ-)V, d'où 

K — ~ R - + jC,(D 

R 1 ' 


Calculons V,-V A 


= v,- 


jC 2 co(2 +jRC,cû) 

—+2jC 2 (0-RC 1 C 2 CD 2 
R 


. jC 2 oi(2 4 jRC,to) „ 

V A ~ 1 V 1 

—+2jC 2 ©-RC,C 2 0) 2 
R 

J_ 

V = V_E_ 

_L _! 1 

—+ 2jC 2 ©-RC 1 C 2 Cû 2 
R 
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Problètnes 


OrV,-V.= 



; on en déduit 


V,- — -= ~r ~—Ii 

~ 1 —+2jC,û)- RCiCjM 2 jC2 ““ 

R 


Y —h 2 jC 2 cù~RC jC 2 cü 

Et donc : Z, = = = -S-:- d'où 

ii Fj C >“ 


Z, = 2R + jR 2 C,tù 4- 


jC 2 co 


Pour un circuit R c , L e , C c série, on aurait Z = R c + jL e û) + — ^ ; on obtient donc bien 


une impédance de même forme avec : || R e - 2R ; L e - R°C } ; C e C 2 


1.2) L’impédance réelle est donnée par : Z, = 
Elle est minimale à la résonance pour 


=t0 ° = jF 5 Â = 1 ° 4rad= ^| 


Le facteur de qualité Q est : 


L e ûi 0 R 2 C, 1 _ 1 Ç L = 


R e 2R R^CÂ 2 V C : 


= 500 


La bande passante à 3 dB 



Z, 

2.1) En utilisant les amplitudes complexes et le diviseur de tension : Y* = Xe z 

R R 

Et en utilisant le théorème de Millmann : = Y_ = ^ * 


En identifiant les deux expressions de V 


— 2 Z.+R' 


et en divisant par V on 

T>< —- 


fait apparaître la fonction de transfert : 


V s Z,-R 

H = “=-- 


v, r. + Ri 


Avec l'expression trouvée dans la question 1) : 

Z, = 2R4-jR 2 C!© 4- ^ ^ que l'on amis sous la forme : Z, = R c + jL c Cù + ^ ^ • 


Electricité 


- 171 - 







t peut donc écrire : H = 


R.-R'+j(M-—) 
Rj + R'+j(L t co — ——) 


I jc gain s'écrit donc : 



e 

(R, - R’ ) 2 + (L e to- 

O 

II 

M 

11 

11 

C e® I 

(R t +R') 2 +(L c û>-^) 2 


( )n aura G v = 0 pour (R, 


- R') 2 -KL 0)--— Ÿ- 0 ; il faut donc que JR’- R e - 2R| 

e 6 C 03 1 


cl L.œ-— = 0 => 

Cm 


CD = CD,, = 


1 1 


Vlâ v'r 2c A 


2.2) R’ = R e = 2R. On a donc G v = 


Pour © —» 0, G v —» 1 ; 
pour co —> °°, G v —> 1 ; 
pour co = cOq , G v = 0. 


M 




1H 


16R 


(Le© "TT;;) 
C.co 


1 > oii la courbe, qui a été tracée autour de Cûo- 
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Prab limes 


Les pulsations de coupure à 3 dB sont données par 


G v «a) ) = -L soit -ÎË*!_ _ j 

C e (ù 

D’où : L e C t (ù 2 ±4RC c (ù-l =0 


4RC e +Jl6R 2 Cj -f-4L e C r 


2LC 


= 10020,02 rad.s 1 



-4RC e +7]6R 2 C e 2 H-4L c C p 


2LC 



-■ 9980,02 rad.s' 1 


1 2 L c RC, 61 II 


! 4 


lu 

le* 

il 

ü 

= 4^ = 0,004 

1 

1 > 2 c A 



Le facteur de qualité : I Q’ = -^- = i —L = 250 
A© 4 y C 2 


On a donc transformé le filtre passe-bande très sélectif de la question 1) 
rejecteur très sélectif autour de la même pulsation (û^ = 10000 rad.s- 1 . 


en un filtre 


I 





I 

i 

ki 

i 

* 
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Problème n°20 


D'après Concours national DlîUG 


Ou utilise une lame piézoélectrique dans la réalisation de détecteurs d'efforts 
mécaniques ou de vibrations. La tension e (souvent faible) engendrée entre les plaque*, 
iMétalliques du cristal est soumise à différents dispositifs électroniques pour y jmiri U 
• die de tension d'entrée. L'étude de la tension ou du courant de sortie prinirt d',u «,, |. ( 
aux caractéristiques de la contrainte. 

I * tus les amplificateurs opérationnels envisagés dans ce problème .. .b 

.miplificateurs idéaux en fonctionnement linéaire. 


I a lame est soumise à une action mécanique indépendante du temps ..pu i, , M 

par exemple) : la tension e est donc constante. 

I ) Le premier montage correspond à un amplificateur de tension 



1.1) Exprimer la tension de sortie V s en fonction des résistances, de la f.é.m. e 0 et de la 
tension e. 


1.2) Application numérique : R 0 = 15kf2 ; R, = 10kÜ ; R 2 = 1 kQ ; e 0 = 0,1 V. 
I .a mesure donne V s = 7,25 V ; calculer e. 


2) Le second montage est un convertisseur tension- 
courant : 

2.1) Exprimer le courant de sortie i s en fonction des 
i ésistances et de la tension e. 


î e 



2.2) A.N. : R = 1 kfi ; R’ =15 kft ; i s = 0,75 m A. 
( ’alculer e. 


///// 


77777 
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Problèmes 


TU, N* 


sont les tensions respectives à la sortie de 1 A.O.l , a la sortie de pmj. 



3.1) Quelle relation simple existe-t-il entre V S1 et V S2 ? 

3.2) Exprimer le courant de sortie i s en foncüon des résistances et de la tension e ? 

3.3) A.N. : R = llca ; x=100£l ; i s =-15 mA. Calculer e. 

4) Le quatrième montage n'est pas adapté à l'étude de la lame piézoélectrique. Expliquer 
pourquoi (quatre lignes maximum). 
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Corrigé 


1.1) L'AO étant en régime linéaire, on peut écrire : V 4 = V_ = e car I + = 0. 
En appliquant le théorème de Millmann : 


e V 

V = V =e= d'oùe= R| ^ + ^ Vs 

_L + J_ R,+R* 

R, R, 


J Rj +- R 2 

et |V s = —---e--e c 

R, R ' 



1.2) A.N. : en remplaçant dans l'expression de e trouvée en 1.1) : e - 0,75 v| 


2.1) On a directement : V + = V_ = e = Ri s • Donc [‘s ~ ^■ 


2.2) Donc le = 0.75v| 



3.1) L'A02 est monté en inverseur ; on a directement : 


3.2) Pour l'AOl on a V + = V_ = e car on est en régime linéniic. 
Appliquons le théorème de Millmann à rentrée non iiivriscu.se de l'AOl 
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Problèmes 


v - =e=J uir ;d ' où Vs,= ^ e "^ Vs (1) 

R + R-^ _i_ + ^k 

,, R-x x -p; (2) 

Appliquons ensuite le théorème de Millmannen N : V s - + J_ 

R-x x R 


Remplaçons V S2 par -V sl et en tenant compte de la relation (1) : 




r-,"7TT w r-x— r-x x r- 


On en déduit : i s =- 


_e_ \ 2R-x e 

R-x X R-x 

1 l l, R 2 

R(-—- + - + 


- ; soit après simplification : *s 


2e 


v R-x x R / x(R-x) 


| X1<J _ Q y U 

3.3 A.N. : R = 1 k£2 ; x=1000 ; i 5 = -15mA. On en déduit : |e = -~u. [ 





cr « ». r - 

dans les montages précédent qui avaient une résistance d'entree rnfmie (cari. )• 
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